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Аннотация 

Получено аналитическое выражение для расчёта нормированного орбитального углово-
го момента (ОУМ) для суперпозиции смещённых с оптической оси пучков Бесселя с одина-
ковым топологическим зарядом. Это выражение позволяет формировать бездифракционные 
пучки с разным распределением интенсивности, но с одинаковым ОУМ. Показано также, 
что комплексное смещение пучка Бесселя приводит к изменению распределения интенсив-
ности в сечении пучка и изменению его ОУМ. Суперпозиция двух и более пучков Бесселя с 
комплексным смещением может не менять ОУМ, хотя распределение интенсивности будет 
меняться. Эксперимент хорошо согласуется с теорией. 
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дулятор света.  

Введение 
Пучки Бесселя, открытые в 1987 году [1, 2], обла-

дают многими замечательными свойствами. Они рас-
пространяются без дифракции на конечном расстоянии 
в свободном пространстве [1], формируют световые 
трубки или световые полости (бутыли) на оптической 
оси [3, 4], обладают свойством самовосстановления 
после искажения малым препятствием [5, 6]. 
Пучки Бесселя имеют орбитальный угловой мо-

мент [7, 8]. Суперпозиция пучков Бесселя может об-
ладать продольной периодичностью (аналог эффекта 
Тальбота) [9, 10] или вращаться вокруг оптической 
оси при распространении [11, 12]. 
Пучки Бесселя можно генерировать с помощью 

цифровых голограмм [3, 4, 13], конического рефракци-
онного аксикона [14, 15], дифракционного вихревого 
аксикона [16], дифракционных оптических элементов 
[11, 12] и пространственных модуляторов света [17]. 
Интересно, что простым наклоном дифракционного 
элемента (или при наклонном падении освещающего 
пучка на дифракционный вихревой аксикон) можно 
формировать астигматические пучки Бесселя [18]. 
Пучки Бесселя нашли широкое применение. Они 

используются для манипуляции микрочастицами: для 
одновременного захвата нескольких микрочастиц 
вдоль оптической оси [19, 20], для вращения одной 
или нескольких частиц вокруг оптической оси [21]. С 
помощью пучков Бесселя можно захватывать и уско-
рять отдельные охлаждённые атомы [22, 23]. Недавно 
открытые пучки Ханкеля–Бесселя [24] могут приме-
няться для зондирования атмосферы, так как обладают 
устойчивостью к турбулентности атмосферы [25]. В 
[26, 27] теоретически были рассмотрены векторные 
пучки Бесселя, для которых были получены аналити-
ческие выражения для плотности ОУМ [7, 8, 28]. Заме-
тим здесь, что, так как энергия всего пучка Бесселя не 
ограничена, полный ОУМ тоже не ограничен. Поэтому 
работ по анализу ОУМ полного пучка Бесселя до на-
ших работ не было. Моды Бесселя являются также 
собственными функциями для кругового бильярда 
(circular billiards) и соответствуют резонансным гео-
метрическим модам, также обладающим ОУМ [29]. 

Недавно были рассмотрены непараксиальные 
асимметричные моды Бесселя [30] и параксиальные 
асимметричные пучки Бесселя–Гаусса [31]. В их по-
перечном сечении распределение интенсивности 
имеет вид полумесяца. В [32] асимметричные моды 
Бесселя исследовались экспериментально с помощью 
цифровой матрицы микрозеркал (digital micromirror 
device). В [33] по аналогии с [30] рассмотрены асим-
метричные пучки Чебышева–Бесселя. 
Суперпозиция пучков Бесселя рассматривалась 

только для одних осевых пуков Бесселя [10–12, 19, 
28]. Суперпозиция смещённых с оптической оси ла-
зерных пучков рассматривалась в [29], но эти пучки 
не являются пучками Бесселя. 
В этой работе рассматривается суперпозиция 

смещённых с оптической оси пучков Бесселя одина-
кового порядка (с одинаковым топологическим заря-
дом). Получено общее аналитическое выражение для 
ОУМ такой суперпозиции. Показано, что если весо-
вые коэффициенты суперпозиции – действительные 
числа, то ОУМ всей суперпозиции пучков Бесселя 
равен ОУМ одного несмещённого пучка Бесселя. Это 
позволяет формировать бездифракционные пучки с 
разным распределением интенсивности, но с одина-
ковым ОУМ. Показано, что суперпозиция множества 
одинаковых пучков Бесселя, центры которых распо-
ложены на окружности любого радиуса, эквивалентна 
одному пучку Бесселя из этой суперпозиции, распо-
ложенному в центре окружности. Показано также, 
что комплексное смещение пучка Бесселя приводит к 
изменению распределения интенсивности в сечении 
пучка и изменению его ОУМ. Суперпозиция двух 
пучков Бесселя с комплексным смещением может не 
менять ОУМ, хотя распределение интенсивности бу-
дет меняться. Результаты моделирования хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными. 

1. Фурье-спектр смещённого пучка Бесселя 

Известно, что комплексная амплитуда непаракси-
ального стационарного светового поля E(x, y, z), удов-
летворяющего уравнению Гельмгольца, может быть 
представлена в виде углового спектра плоских волн 



Исследование орбитального углового момента суперпозиций... Ковалёв А.А., Котляр В.В., Порфирьев А.П., Калинкина Д.С. 

Компьютерная оптика, 2015, том 39, №2 173 

( ) ( )

( )
2

2 2

, , ,

exp 1 d d ,

E x y z A

ik x y ikz

= ξ η ×

 × ξ + η + − ξ − η ξ η  

∫∫
ℝ  (1) 

где k – волновое число монохроматического света, 
A(ξ, η) – комплексная амплитуда углового спектра 
плоских волн. В полярных координатах (r, φ) выра-
жение (1) примет вид: 
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где (ρ, θ) – полярные координаты в Фурье-плоскости. 
Амплитуда углового спектра плоских волн для пучка, 
смещённого на вектор с декартовыми координатами 
(x0, y0), имеет вид: 

( ) ( ) ( )0 0, , exp cos sinA A ik x y′  ρ θ = ρ θ − ρ θ + θ  , (3) 

где A(ρ, θ) – амплитуда углового спектра плоских 
волн исходного несмещённого пучка. Координаты 
смещения (x0, y0) могут быть комплексными числами. 
Известен [30] вид углового спектра несмещённого 

пучка Бесселя n-го порядка: 

( ) ( ) ( ), exp
n

n

i
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k

− α ρ θ = θ δ ρ − αλ  
, (4) 

где δ(x) – дельта-функция Дирака, α – масштабный 
параметр несмещённой моды Бесселя: 

( )2 2( , , ) exp ( )n nE r z in iz k J rϕ = ϕ + − α α , (5) 

где Jn(x) – функция Бесселя n-го порядка первого ро-
да. С учётом (3) амплитуда углового спектра смещён-
ного пучка Бесселя n-го порядка равна: 
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2. Связь амплитуд спектра смещённого 
и несмещённого пучков Бесселя 

Найдём коэффициенты Amn ряда, который описы-
вает разложение амплитуды спектра смещённого 
пучка Бесселя n-го порядка (6) по амплитудам спек-
тра несмещённых пучков Бесселя разных порядков: 
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Умножая обе части равенства (7) на (αλ/δ(ρ –
 α/k)) exp (–imθ) и интегрируя по θ от 0 до 2π, получим: 
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Интеграл в левой части (8) равен 
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С учётом (9) коэффициенты ряда в правой части 
(8) равны: 
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В частном случае, когда по одной координате сме-
щение действительное, а по другой – чисто мнимое и 
по модулю оба смещения равны (x0

 = c/α, y0
 = ic/α), то 

коэффициенты (10) упрощаются: 
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Выражение (11) было получено из (10) с помощью 
предельного перехода (при малых значениях аргу-
мента функции Бесселя). В этом частном случае ам-
плитуда углового спектра плоских волн смещённого 
пучка Бесселя представляется в виде линейной ком-
бинации мод Бесселя в виде: 
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где параметр c задаёт степень асимметрии смещённой 
моды Бесселя n-го порядка. Угловой спектр смещён-
ного пучка Бесселя вида (12) совпадает с выражением 
для спектра асимметричной моды Бесселя [30]. Ис-
пользуя (6) и (9), из (1) получим очевидное выраже-
ние для амплитуды смещённого пучка Бесселя: 
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3. Орбитальный угловой момент  
смещённого пучка Бесселя 

Проекцию на оптическую ось z орбитального уг-
лового момента (ОУМ) и полную мощность лазерно-
го пучка можно рассчитать с помощью выражений: 

2 2

2
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k
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. (15) 

При вычислении (14) и (15) для смещённого пучка 
Бесселя воспользуемся (6). Тогда получим проекцию 
ОУМ на оптическую ось: 
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где r0i = [(Im x0)
2 + (Im y0)

2]1/2, I0(x), I1(x) – модифици-
рованные функции Бесселя, а также мощность всего 
пучка: 
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где δ(0) – дельта-функция Дирака в нуле. Из (16) и 
(17) следует, что проекция ОУМ на оптическую ось и 
мощность смещённого пучка Бесселя не ограничены, но 
их отношение имеет вполне определённую величину: 
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2
Im
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Из (18) следует, что если обе координаты вектора 
смещения (x0, y0) действительные или обе чисто мни-
мые, то нормированный ОУМ (18) не отличается от 
ОУМ для несмещённого пучка Бесселя: 

zJ
n

I
= . (19) 

Нормированный ОУМ смещённого пучка Бесселя 
(18) будет отличаться от ОУМ несмещённого пучка 
Бесселя (19), только если смещение по одной коорди-
нате действительное, а по другой – чисто мнимое. 
Например, пусть x0

 = b/α, y0
 = ic/α, тогда ОУМ (18) 

примет вид: 
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Из (20) следует, что ОУМ будет увеличиваться по 
сравнению с (19), если b > 0, и уменьшаться, если b < 0. 
Причём величина мнимого смещения c определяет из-
менение формы пучка: при небольших значения с <  1 
амплитуда смещённого пучка (13) будет иметь вид эл-
липса, при с >  1 амплитуда пучка (13) будет иметь вид 
полумесяца, и при c >> 1 пучок (13) будет иметь вид 
астигматического Гауссова пучка [30]. При этом центр 
пучка Бесселя (5) смещается по оси x на величину 
∆x = (b – c)/α. 

4. Орбитальный угловой момент суперпозиции 
смещённых пучков Бесселя 

Рассмотрим суперпозицию P смещённых пучков 
Бесселя n-го порядка (13). Амплитуда углового спек-
тра плоских волн для такой суперпозиции будет 
иметь вид: 
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– амплитуда углового спектра p-го пучка в суперпо-
зиции, смещённого на комплексный вектор с коорди-
натами (xp, yp). С помощью (14) и (15) получим нор-
мированный ОУМ суперпозиции (21)  
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где J0(x), J1(x) – функции Бесселя нулевого и первого 
порядков, 
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* 2 * 2

2 2

( ) ( ) ,

2 Im Im .

pq p q p q

pp p p

R x x y y

R i x y

= − + −

= +
 (24) 

Хотя перед дробью в (23) есть множитель iα, всё 
выражение является вещественным. Это следует из 
того, что 1) при p = q в числителе величина |Cp|

2 веще-
ственна, величины Rpq и J1(αRpq) чисто мнимые, а 
разность xp

*yp – xpyp
* тоже чисто мнимая, так как пред-

ставляет собой разность двух комплексно-сопря-
жённых чисел; 2) для любых неравных друг другу p и 
q Rpq

 = Rqp
*, а слагаемые с номерами (p, q) и (q, p) также 

представляют собой разность двух комплексно-
сопряжённых чисел. 
Можно показать, что если все пучки Бесселя в су-

перпозиции (21) смещаются на действительный век-
тор (xp, yp) и все коэффициенты Сp также действи-
тельны, то числитель дроби в (23) будет равен нулю и 
ОУМ всей суперпозиции будет равен ОУМ одного 
несмещённого пучка Бесселя n-го порядка (19). Это 
основной результат данной работы. Он позволяет 
формировать самые различные непараксиальные ла-
зерные пучки, которые будут иметь разные распреде-
ления интенсивности в сечении пучка, но будут иметь 
один и тот же ОУМ (19) и распространяться без ди-
фракции. Ниже в разделе моделирования будут при-
ведены примеры таких пучков. 
Из (23) следуют интересные частные случаи. 

Если P = 2, x0
 = c/α, y0

 = ic/α, x1
 = –c/α, y1

 = ic/α, то 
R00

 = R11
 = 2ic/α, R01

 = R10
  = 0 и получим для нормиро-

ванного ОУМ простую формулу (коэффициенты в 
(21) – произвольные комплексные числа C0, C1): 

( ) ( )
( ) ( ) { }

2 2

0 1 1

2 2 *
0 1 0 0 1

2

2 2Re

z
c С С I cJ

n
I С С I c C C

−
= +

+ +
. (25) 

Из (25) следует, что при сложении двух пучков 
Бесселя n-го порядка, смещение которых хоть и ком-
плексное (чисто мнимое по одной координате), но со-
гласованное между собой, при одинаковых по моду-
лю коэффициентах |C0| = |C1| нормированный ОУМ 
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(25) будет равен ОУМ одного несмещённого пучка 
Бесселя n-го порядка (19). То есть при равных коэф-
фициентах |C0| = |C1| можно менять распределение ин-
тенсивности в поперечном сечении суперпозиции 
двух смещённых пучков Бесселя (так как при измене-
нии величины с изменяется форма пучка Бесселя), 
хотя их общий ОУМ не будет меняться. 

5. Суперпозиция трёх смещённых пучков Бесселя 
Рассмотрим 3 пучка Бесселя n-го порядка, сме-

щённых так, что центры их находятся в углах равно-
стороннего треугольника. То есть P = 3, R01

 = R02
 = R12, 

весовые коэффициенты суперпозиции (21) C0, C1, C2 – 
произвольные комплексные числа, и пусть координаты 
комплексного вектора смещения заданы выражением: 

0

0

2 2
cos exp ,

3 3

2 2
sin exp ,

3 3

p

p

p c p
x R i i

p c p
y R i i i

 π π   = + − γ −    α    


π π    = + − γ −    α   

 (26) 

где R0 – радиус окружности, на которой расположены 
центры сингулярности смещённых пучков Бесселя, с 
задаёт асимметрию смещённого пучка Бесселя, γ – 
угол поворота асимметричного смещённого пучка 
Бесселя. Тогда ОУМ будет равен выражению: 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1 1 2 1
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2 Im 3 3
,

2 2Re 3

zJ I n

D I c D ic J ic

D I c D J ic
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± ξ + ξ ξ ±
+

+ ξ ±

∓  (27) 

где верхний знак берётся для γ = 0 и нижний знак бе-
рётся для γ = π (для других значений γ выражение для 
нормированного ОУМ будет более громоздким),  

2 2 2

1 0 1 2

* * *
2 0 1 1 2 2 0

,

,

D C C C

D C C C C C C

 = + +


= + +

 (28) 

где ξ = αR0
 ± c. 

В частном случае, когда γ = π, c = αR0, параметр ξ 
равен нулю, и вместо (27) получим: 

( ) { }
( ) ( ) { }

1 2

1 0 0 2

3 Im

2 2 Re
z

c I c DJ
n

I D I c I c D
= +

+
. (29) 

Из (29) следует, что если коэффициенты C0, C1, C2 
действительные, то сомножитель Im{D2} в (29) равен 
нулю и ОУМ суперпозиции из трёх пучков Бесселя n-го 
порядка будет равен ОУМ одного несмещённого пуч-
ка Бесселя (19). На рис. 1 для примера показана ин-
тенсивность и фаза суперпозиции из трёх смещённых 
пучков Бесселя с топологическим зарядом n = 3. ОУМ 
суперпозиции равен Jz/I

 = 3. 
На рис. 2 показана кодированная фаза (рис. 2а) су-

перпозиции из трёх смещённых пучков Бесселя с то-
пологическим зарядом n = 3 (рис. 1б). Эта фаза пода-
валась на пространственный модулятор света SLM 
PLUTO-VIS (разрешение – 1920 × 1080 пикселов, 
размер пикселя – 8 мкм). 

На рис. 2б–г показаны распределения интенсивно-
сти, сформированные SLM, при отражении линейно-
поляризованной плоской волны с длиной 633 нм на 
разных расстояниях. Из рис. 2 видно, что пучок со-
храняет свою структуру при распространении и рас-
пределение интенсивности согласуется с расчётным 
(рис. 1а). Интенсивность регистрировалась с помо-
щью CMOS-камеры MDCE-5A (1/2", разрешение – 
1280 × 1024 пикселов). 

а)   б)  
Рис. 1. Интенсивность (а) (чёрный цвет – максимум, белый 
цвет – ноль) и фаза (б) (чёрный цвет – π, белый цвет – -π) 

суперпозиции из трёх смещённых мод Бесселя  
с параметрами: n =  3, R0 =  4λ, α =  1/λ, c =  4, γ =  π,  

вектор весовых коэффициентов C =  [1, 1, 1].  
Размер кадра 2R =  60λ 

а)   б)  

в)   г)  
Рис. 2. Кодированная фаза (рис. 1б, негатив) 

для формирования пучка Бесселя в виде контура 
равностороннего треугольника (а) и экспериментально 

сформированные распределения интенсивности (негативы) 
на различных расстояниях от плоскости z = 0: 0 мм (б); 

200 мм (в); 400 мм (г). Шаг сетки равен 0,5 мм 

На рис. 3 показано распределение интенсивности 
и фазы суперпозиции из трёх смещённых пучков Бес-
селя с одинаковыми единичными весовыми коэффи-
циентами C = [1, 1, 1], но для других значений пара-
метров: n = 5, R0 = 8λ, c = 3. Картина дифракции такого 
пучка совсем иная – вместо светового треугольника 
формируются три световых пятна. Для такого пучка 
c 
≠

 αR0, поэтому ОУМ не может быть определён с 
помощью формулы (29). Согласно формуле (27), 
ОУМ этого пучка дробный и равен 

( ) ( ){ } ( )
( ) ( ){ }

1 1

0 0

Im 5 3 3 5 3 3 5 6
5 0,62

6 2Re 5 3 3

z
i J i IJ

I I J i

+ − −
= + ≈

+ −
. 
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а)   б)  
Рис. 3. Интенсивность (а) (чёрный цвет – максимум, белый 
цвет – ноль) и фаза (б) (чёрный цвет – π, белый цвет – -π) 
суперпозиции из трёх пучков Бесселя с параметрами n =  5, 

R0 =  8λ, α =  1/λ, c =  3, γ =  π, вектор весовых коэффициентов 
C = [1,  1, 1]. Размер кадра 2R =  30λ 

На рис. 4 показана фаза (а) и распределения ин-
тенсивности (б–г), сформированные SLM, для супер-
позиции из 3 пучков Бесселя с параметрами n = 5, 
R0

 = 8λ, α = 1/λ, c = 3, γ = π. Из рис. 4 видно, что карти-
ны дифракции согласуются с расчётной интенсивно-
стью на рис. 3а. 

6. Суперпозиция пучков Бесселя, расположенных 
в углах правильного многоугольника 

Как и в предыдущем случае, рассмотрим суперпо-
зицию из P смещённых пучков Бесселя n-го порядка, 
центры сингулярности которых расположены в вер-
шинах правильного многоугольника (аналогично (26)): 

0

0

2 2
cos exp ,

2 2
sin exp ,

p

p

p c p
x R i i

P P

p c p
y R i i i

P P

 π π   = + − γ −    α    


π π    = + − γ −    α   

 (30) 

где p = 0, ..., P – 1. 
Пусть для определённости γ = π и c = αR0. В этом 

случае вместо (30) будет: 

( )
( )

0

0

sin 2 ,

cos 2 .

p

p

x iR p P

y iR p P

 = π


= − π
 (31) 

Общая формула для ОУМ (23) примет вид: 
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. (32) 

а)   б)  

в)   г)  
Рис. 4. Кодированная фаза для формирования пучка Бесселя 

в виде трёх световых пятен (рис. 3б, негатив) (а) 
и экспериментально сформированные распределения 
интенсивности (негативы) на различных расстояниях  
от плоскости z = 0: (б) 0 мм; (в) 200 мм; (г) 400 мм.  

Шаг сетки равен 0,5 мм 

Если все коэффициенты Cp действительные, то 
числитель в (32) равен нулю и ОУМ такой суперпо-
зиции смещённых пучков Бесселя равен ОУМ одного 
несмещённого пучка Бесселя (19). В качестве приме-
ра на рис. 5 показана интенсивность и фаза суперпо-
зиции из четырёх смещённых пучков Бесселя с топо-
логическими зарядами n = 7. Нормированный ОУМ 
этой суперпозиции равен Jz/I

 = 7. Из рис. 5б видно, что 
внутри основного светлого кольца, похожего на квад-
рат, имеются 7 оптических вихрей с топологическим 
зарядом +1. 

На рис. 6 показана кодированная фаза (а) и рас-
пределения интенсивности (б–г), сформированные 
SLM, для суперпозиции из четырёх смещённых пуч-
ков Бесселя (рис. 5) с топологическими зарядами n = 7, 
R0

 = 6λ, α = 1/λ, c = 6, γ = π, C = [1, 1, 1, 1]. Из рис. 6 
видно, что картины дифракции согласуются с расчёт-
ной интенсивностью на рис. 5а. 

а)   б)  
Рис. 5. Интенсивность (а) (чёрный цвет – максимум, белый 
цвет – ноль) и фаза (б) (чёрный цвет – π, белый цвет – -π) 
суперпозиции из четырёх (P =  4) смещённых пучков Бесселя 

с параметрами n =  7, R0 =  6λ, α =  1/λ, c =  6, γ =  π,  
C = [1, 1, 1, 1]. Размер кадра 2R =  60λ 

На рис. 7 показан другой пример: интенсивность (а) 
и фаза (б) суперпозиции из шести (P = 6) смещённых 
пучков Бесселя с одинаковым топологическим зарядом 
n = 10, центры сингулярности которых расположены в 
вершинах правильного шестиугольника. Нормирован-
ный ОУМ такой суперпозиции равен Jz/I

 = 10. 
На рис. 8 показана кодированная фаза (а) и рас-

пределение интенсивности (б–г), сформированные 
SLM на разных расстояниях, для суперпозиции из 
шести (P = 6) смещённых пучков Бесселя (рис. 7) с 
одинаковым топологическим зарядом n = 10, R0

 = 12λ, 
α = 1/λ, c = 12, γ = π, C = [1, 1, 1, 1, 1, 1]. Из рис. 8 видно, 
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что картины дифракции согласуются с расчётной ин-
тенсивностью на рис. 7а. 

а)   б)  

в)   г)  
Рис. 6. Кодированная фаза (рис. 5б, негатив) 

для формирования пучка Бесселя в виде контура квадрата 
(а) и экспериментально сформированные распределения 

интенсивности на различных расстояниях  
от плоскости z = 0: 0 мм (б); 200 мм (в); 400 мм (г).  

Шаг сетки равен 0,5 мм 

а)   б)  
Рис. 7. Интенсивность (а) и фаза (б) (чёрный цвет – π, 
белый цвет – -π) суперпозиции из 6 смещённых пучков 

Бесселя с параметрами: P = 6, n = 10, R0 = 12λ, α = 1/λ,     
c = 12, γ = π, C = [1, 1, 1, 1, 1, 1]. Размер кадра 2R = 60λ 

а)   б)  

в)   г)  
Рис. 8. Кодированная фаза (рис. 7а, негатив) 

для формирования пучка Бесселя в виде контура 
шестиугольника (а) и экспериментально сформированные 
распределения интенсивности на разных расстояниях 
от плоскости z = 0: 0 мм (б); 200 мм (в); 400 мм (г).  

Шаг сетки равен 0,5 мм 

7. Суперпозиция большого числа пучков Бесселя, 
центры которых расположены на окружности 
В этом разделе показано, что если в каждой точке 

окружности радиуса R0 расположить центр смещён-
ного пучка Бесселя n-го порядка и рассмотреть су-
перпозицию бесконечного числа таких пучков с оди-
наковыми весовыми коэффициентами, то вся супер-
позиция сформирует обычный несмещённый пучок 
Бесселя n-го порядка. 
Используя представление функции Бесселя в виде 

ряда, несмещённый пучок Бесселя (5) в начальной 
плоскости (z = 0) можно также представить в виде ряда: 
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 (33) 

Рассмотрим непрерывную суперпозицию смещён-
ных пучков Бесселя (33), центры которых расположе-
ны на окружности радиуса R0: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2

0

2

0 0

0

0 0

1
, , 0

! ! 2

cos sin

cos sin d .

p n p

p

p

n p

E x y z
p n p

x R i y R

x R i y R

+∞

=

π

+

− α = = × +  

 × − θ − − θ × 

 × − θ + − θ θ 

∑

∫  (34) 

В полярных координатах (34) будет иметь вид: 
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Представим оба сомножителя под интегралом в 
(35) в виде биноминального разложения: 
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 (36) 

Так как интеграл по θ не равен нулю только при 
k = m , сумма по k пропадает, и вместо (36) получим: 
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Изменим порядок суммирования в (37), тогда получим: 
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Заменим p – m на р и перегруппируем сомножите-
ли в двух рядах так, что станет видно, что эти ряды 
равны функциям Бесселя: 
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Амплитуда (39) отличается от амплитуды обычного 
пучка Бесселя множителем 2πJ0(αR0). На рис. 9 пока-
заны интенсивности суперпозиции из 5, 8, 10, 20, 40 и 
60 смещённых пучков Бесселя с топологическим заря-
дом n = 7, центры которых лежат на окружности ра-
диуса R0

 = 100λ. Параметры расчёта для всех рис. 9а–е 
одинаковы: n = 7, R0

 = 100λ, α = 1/λ. Размер кадров 
2R = 240λ. 
Из рис. 9 видно, что уже при P = 60 почти формиру-

ется несмещённая мода Бесселя с амплитудой (39). Нор-
мированный ОУМ для всех суперпозиций на рис. 9а–е 
одинаковый и равен Jz/I

 = 7. Из (39) видно, что при 
αR0

 = γ0,s, (γ0,s – s-й корень функции Бесселя нулевого 
порядка) комплексная амплитуда равна нулю (т.е. все 
пучки Бесселя испытывают деструктивную интерфе-
ренцию). Численное моделирование это подтвержда-
ет: для суперпозиции из P = 360 пучков при R0

 = 100λ 
и при R0

 = γ0,32λ = 99,74682λ получаются изображения, 
аналогичные рис. 9е, однако интенсивность во втором 
случае в 3×1012 раз меньше. 

Заключение 

В работе получено аналитическое выражение для 
расчёта нормированного ОУМ для суперпозиции 
смещённых с оптической оси пучков Бесселя с оди-
наковым топологическим зарядом (выражение (23)). 
Показано, что если весовые коэффициенты суперпо-
зиции действительны, то ОУМ всей суперпозиции 
пучков Бесселя равен ОУМ одного несмещённого 

пучка Бесселя. Это позволяет формировать безди-
фракционные пучки с разным распределением интен-
сивности, но с одинаковым ОУМ. Показано, что су-
перпозиция множества одинаковых пучков Бесселя, 
центры которых расположены на окружности любого 
радиуса, эквивалентна одному пучку Бесселя из этой 
суперпозиции, расположенному в центре окружности 
(выражение (39)). Показано также, что комплексное 
смещение пучка Бесселя приводит к изменению рас-
пределения интенсивности в сечении пучка и измене-
нию его ОУМ (выражения (18), (20)). Суперпозиция 
двух пучков Бесселя с комплексным смещением мо-
жет не менять ОУМ, хотя распределение интенсивно-
сти будет меняться (выражение (25)). Эксперимент 
хорошо согласуется с теорией (рис. 2, 4, 6, 8). 

а)   б)  

в)   г)  

д)   е)  
Рис. 9. Интенсивность суперпозиции P пучков Бесселя 

при P = 5 (а), 8 (б), 10 (в), 20 (г), 40 (д), 60 (е)  
(чёрный цвет – максимум, белый цвет – ноль) 
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RESEARCH OF ORBITAL ANGULAR MOMENTUM OF SUPERPOSITIONS  
OF DIFFRACTION-FREE BESSEL BEAMS WITH A COMPLEX SHIFT 
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Abstract 
We derive an analytical relationship for calculating the normalized orbital angular momentum 

(OAM) of the superposition of off-axis Bessel beams characterized by the same topological 
charge. This relationship enables generating nondiffractive beams with different intensity distribu-
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tions but identical OAM. As a result of a complex shift of the Bessel beam, the transverse intensity 
distribution and OAM of the beam are also shown to change. We show that in the superposition of 
two or more complex-shifted Bessel beams, the OAM may remain unchanged, while the intensity 
distribution is changed. Numerical simulation is in good agreement with theory. 

Keywords: diffraction-free laser beam, nonparaxial Bessel mode, orbital angular momentum, 
complex shift of solution of the Helmholtz equation. 
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