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Аннотация 

Проведён анализ пространственной селективности вырожденного четырёхволнового 
преобразователя излучения в прозрачной двухкомпонентной среде с учётом электрострик-
ции и эффекта Дюфура в зависимости от поворота и расходимости волн накачки. Получены 
выражения, связывающие ширину полосы наиболее эффективно преобразуемых простран-
ственных частот с углом поворота и расходимостью волн накачки. 
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Введение 

Приближение плоских монохроматических волн 
накачки, в рамках которого, как правило, рассматри-
вается четырёхволновое взаимодействие, хорошо 
описывает энергетические характеристики четырёх-
волнового преобразователя (коэффициент отражения, 
дифракционную эффективность), влияние на эти ха-
рактеристики параметров нелинейной среды, волн 
накачки [1–2]. 

Однако при изучении качества преобразования 
излучения при четырёхволновом взаимодействии, т.е. 
определении, насколько пространственный спектр 
(амплитуда) объектной волны соответствует ком-
плексно сопряжённому пространственному спектру 
(амплитуде) сигнальной волны, учёт пространствен-
ной структуры волн накачки является необходимым 
условием. Так, пространственная структура волн 
накачки полностью определяет разрешающую спо-
собность четырёхволновых преобразователей с кер-
ровской, резонансной нелинейностями [3–4]. Для че-
тырёхволновых преобразователей на тепловой нели-
нейности учёт пространственной структуры волн 
накачки приводит к дополнительному ухудшению 
качества преобразования изображения [5]. 

В последние годы проводятся активные исследо-
вания четырёхволновых взаимодействий в многоком-
понентных, в частности, прозрачных средах [6–14]. В 
приближении плоских волн накачки четырёхволно-
вые преобразователи на таких нелинейных средах за 
счёт явления электрострикции осуществляют филь-
трацию высоких пространственных частот [15–16].  

Представляет практический интерес исследование 
пространственной селективности четырёхволнового 
преобразователя излучения в прозрачной двухкомпо-
нентной среде с учётом поворота и расходимости 
волн накачки. 

1. Пространственный спектр  
четырёхволнового преобразователя излучения 

Рассмотрим вырожденное четырёхволновое вза-
имодействие ω+ω–ω=ω в плоском слое прозрачной 
нелинейной среды (жидкость, в которой находятся 
наночастицы), расположенной между плоскостями 
z=0 и z=ℓ. В среде навстречу друг другу распро-
страняются две волны накачки с комплексными 
амплитудами A1 и A2 и сигнальная волна с ком-
плексной амплитудой A3. Будем учитывать интер-
ференцию первой волны накачки и сигнальной 
волны. Электрострикционная сила, пропорцио-
нальная градиенту интенсивности, приводит к воз-
никновению потока наночастиц, который из-за эф-
фекта Дюфура изменяет температуру (δT), а значит, 
и показатель преломления среды ( )n dn dT Tδ = δ . В 

среде наводится динамическая фазовая решётка. 
При дифракции второй волны накачки на решётке 
показателя преломления генерируется объектная 
волна с комплексной амплитудой A4, распростра-
няющаяся навстречу сигнальной волне. 

Как показано в работе [15], в приближении задан-
ного поля по плоским волнам накачки с единичными 
амплитудами при условии, что коэффициент отраже-
ния небольшой (|A4|<<|A 3|), пространственные спек-

тры объектной ( )4Aɶ  и сигнальной ( )3Aɶ  волн на пе-

редней грани нелинейного слоя связаны соотношением 
вида (1). Здесь 1 3Tκ = κ − κ� �

, D11, D22, D12 и γ – коэф-

фициенты теплопроводности, диффузии, Дюфура и 

электрострикции соответственно, ( ),j jx jyκ κ κ�
 и kjz – 

поперечная и продольная составляющие волнового 

вектора jk
�

, j=1–4, 0jk k n c= = ω
�

, j jκ = κ� , n0 – по-
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казатель преломления, ∆ =  k1z+k2z–k3z–k4z – проекция 
волновой расстройки на ось Z. Выражение (1) записано 
при условии, что набегом фазы из-за самовоздействия 
волн накачки можно пренебречь. 
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Если волны накачки не плоские, пространствен-
ный спектр объектной волны на передней грани не-
линейного слоя можно представить в виде когерент-
ной «суммы» пространственных спектров [3] 
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Здесь ( )1 1A κ�ɶ  и ( )2 2A κ�ɶ  – пространственные спектры 

волн накачки на передней и задней гранях нелиней-
ного слоя соответственно. 

2. Учёт поворота волн накачки 

Рассмотрим сигнальную волну, исходящую от то-
чечного источника, расположенного на передней гра-

ни нелинейного слоя ( )( )3 3 1A κ =�ɶ . В параксиальном 

приближении при распространении первой волны 
накачки строго вдоль оси Z ( )1 0κ =� , а второй волны 

накачки под углом к оси Z ( )2 0κ ≠�  выражение для 

пространственного спектра объектной волны на пе-
редней грани нелинейного слоя примет вид (3). 

На рис. 1 приведён характерный график нормиро-
ванного модуля пространственного спектра объект-

ной волны ( )
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Поворот волны накачки, оказывая существенное 

влияние на пространственную селективность четырё-
хволнового преобразователя в плоскости волн накач-

ки ( )( )4 2 4 2κ κ = κ κ� �
, не влияет на пространственную 

селективность в плоскости, перпендикулярной вол-

нам накачки ( )( )4 2 0κ κ =� �
. 
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Рис. 1. Модуль пространственного спектра объектной 

волны при kℓ =  5·103, κ2y =  0, κ2x / k =  2·10-2 

В плоскости волн накачки поворот второй волны 
накачки смещает полосу пространственных частот 

( )4κ� , вырезаемых четырёхволновым преобразовате-

лем, на величину поворота и сужает пространствен-
ный спектр объектной волны (рис. 2).  

Наличие ненулевой проекции волновой расстрой-
ки, входящей в явном виде в последнее слагаемое вы-
ражения (1), приводит к тому, что четырёхволновой 
преобразователь с повёрнутой второй волной накач-
ки, наряду с фильтрацией высоких пространственных 
частот, осуществляет фильтрацию и низких про-
странственных частот.  
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Рис. 2. Модули пространственных спектров объектной 
волны в плоскости волн накачки при kℓ = 5·103, κ2y =  0, 

κ4y =  0, κ2x / k =  0 (1), 2·10-2 (2), 5·10-2 (3) 

Аналогичный характер изменения вида модуля 
пространственного спектра с ростом волновой рас-
стройки наблюдается для квазивырожденного четы-
рёхволнового преобразователя в прозрачной двух-
компонентной среде [17]. 

Фаза пространственного спектра объектной волны 
(φ) меняется по линейному закону. Скорость измене-
ния фазы пропорциональна повороту волны накачки. 

Для характеристики пространственной селектив-
ности четырёхволнового преобразователя в плоско-
сти волн накачки введём ширину полосы наиболее 
эффективно преобразуемых пространственных частот 
(∆κ), которая определяется из условия 

41 42x x∆κ = κ − κ . (4) 

Здесь κ41x,42x >  κ2x – пространственные частоты, значе-
ния которых находятся из решения уравнения 

( )4 4 41 ,42 4 4max

1
, 0

2x x x yA Aκ = κ κ = =ɶ , (5) 

где ( )4 max 4 4 max 4, 0x yA A= κ = κ κ =ɶ  – наибольшее зна-

чение модуля пространственного спектра, κmax – про-
странственная частота, на которой модуль простран-
ственного спектра достигает наибольшего значения. 

Уравнение (5) имеет по два корня для κ41x и κ42x, 
среди которых будем выбирать большие значения. 

Ширина полосы пространственных частот, наибо-
лее эффективно преобразуемых при четырёхволно-
вом взаимодействии, обратно пропорциональна как 
толщине нелинейной среды, так и повороту волны 
накачки 2~1∆κ κℓ . 

3. Учёт расходимости волн накачки 

Пусть одна из волн накачки, например, вторая, по-
прежнему является плоской, а пространственный спектр 
первой волны накачки меняется по гауссову закону 

( )
2
1
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0
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�ɶ , (6) 

где κ0 – параметр, характеризующий расходимость 
волны накачки. 

Подставив в (2) выражения (1) и (6) для сигналь-
ной волны, распространяющейся от точечного источ-
ника, получим выражение для пространственного 
спектра объектной волны вида 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 22
4 2 4 2 00 12

4 4 4 22
0 11 22 4 2

1 22 2 2 2
4 22 4 2 4

4 2 4 2

1
exp exp

2 2 4

exp 1 exp
2 2 2

k D dn
A i i

n D D dT sh k k

i i i
k k k

−

    κ − κ κ − κ κπκ γ   κ = − − − − − κ − κ ×   
κ − κ       

  κ − κ   κ − κ κ − κ
× κ − κ − κ − κ − − + − −   

     

� � � �
ℓ� � �ɶ ℓ ℓ� �

ℓ

� �
� � � �

ℓ ℓ ℓ
( )

( )}

( ) ( )

2 2 2
4 2 0

2

12 2 2 2
2 4 2 4

4 2 4 2 4 2

2

4 2 02 4 2 2 4 2

4 2 0 4 2 0 4 2

4

exp exp 1
2 2

exp
2

k

i i
k k

k
erf i

k

−

  κ − κ κ − 
   

    κ − κ κ − κ
− κ − κ κ − κ + − κ − κ − − −          

   κ − κ κκ κ − κ κ κ − κπ  − − −  κ − κ κ κ − κ κ κ − κ κ   

� �
ℓ

� � � � � �
ℓ ℓ ℓ

� �� � � � � �
ℓ

� � � � � �
( )2 4 2

0 4 2 0

,erf i
    κ κ − κ +      κ − κ κ        

� � �

� �

 (7) 

где ( )2

0

2
( ) exp

x
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 – функция ошибок. 

На рис. 3 приведён характерный график нормиро-
ванного модуля пространственного спектра объект-
ной волны при условии распространения второй вол-
ны накачки строго вдоль оси Z ( )2 0κ =� . 

Учёт расходимости волны накачки, не меняя вид 
пространственного спектра на низких пространствен-
ных частотах, уменьшает эффективность преобразо-
вания высоких пространственных частот. 

Для сравнения на этом же рисунке приведён модуль 
пространственного спектра объектной волны четырё-

хволнового преобразователя на керровской нелинейно-
сти, рассчитанный с использованием выражения [3] 

( ) 4 0
4 4 2

A iGerf
k

κ κ κ =  
 

�ɶ ℓ . (8) 

Здесь G – параметр, определяющий эффективность 
четырёхволнового преобразователя. 

При построении графиков совмещались значения 
модулей пространственных спектров объектных волн 
двух четырёхволновых преобразователей на про-
странственной частоте 4 4 05κ = κ = κ�

. Видно, что на 

высоких пространственных частотах пространствен-
ная селективность четырёхволновых преобразовате-
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лей как в прозрачной двухкомпонентной среде, так и 
в среде с керровской нелинейностью совпадает. 

 
Рис. 3. Пространственные спектры объектной волны 
в прозрачной двухкомпонентной среде (1), в среде 

с керровской нелинейностью (2) при kℓ =  5·103, κ4y =  0, 

2 0κ =� , κ0/k =  5·10-2 

С увеличением расходимости волны накачки 
наблюдается уменьшение как ширины полосы наибо-
лее эффективно преобразуемых пространственных 
частот (рис. 4, кривая 1), так и величины простран-
ственной частоты, на которой модуль пространствен-
ного спектра достигает наибольшего значение (рис. 4, 
кривая 2). Зависимость ширины полосы наиболее эф-
фективно преобразуемых пространственных частот 
от расходимости волны накачки хорошо описывается 
выражением вида 

( ) ( )
1

0k k
k k

−κ∆κ  = α + β 
 
ℓ ℓ . (9) 

 
Рис. 4. Зависимость ширины полосы пространственных 
частот (1) и положения максимума пространственного 

спектра (2) от расходимости волны накачки  
при kℓ =  5·103, 2 0κ =�  

Здесь α и β – параметры, зависящие от произведения 
волнового числа на толщину нелинейного слоя. Так, 
при значениях kℓ =  1,5·103, 5·103, 1,5·104 параметры, 
входящие в выражение (9), принимают значения 
α =  2,4·10-3, 7,2·10-4, 2,4·10-4, β =  5·10-3, 2·10-3, 5·10-4. 

Фаза пространственного спектра в зависимости от 
величины поперечной составляющей волнового век-

тора объектной волны в пределах ширины полосы ∆κ 
меняется незначительно. 

Поворот второй волны накачки приводит в плоско-
сти волн накачки не только к смещению пространствен-
ной частоты, на которой значение модуля простран-
ственного спектра объектной волны минимально, на ве-
личину, равную повороту волны накачки (рис. 5а), но и 
к дополнительному уменьшению эффективности пре-
образования на высоких пространственных частотах. 
При фиксированной величине расходимости первой 
волны накачки с увеличением угла поворота второй 
волны накачки вид пространственного спектра объект-
ной волны стремится к виду пространственного спектра 
при плоских волнах накачки. В области пространствен-
ных частот, в которой сосредоточена основная доля 
энергии объектной волны, фаза волны меняется по за-
кону, близкому к линейному (рис. 5б). 

а)  

б)  
Рис. 5. Модули (а) и фазы (б) пространственных спектров 
объектной волны в плоскости волн накачки при kℓ =  5·103, 
κ0/k =  5·10-2, κ2y =  0, κ4y =  0, κ2x/k =  0 (1), 1·10-1 (2), 2·10-1 (3) 

На рис. 6 представлены зависимости наибольшего 
значения модуля пространственного спектра 

( )4 max 4max 4 4 20,1 , 0nA A A k= κ = κ =ɶ  (рис. 6а) и ширины 

полосы наиболее эффективно преобразуемых простран-
ственных частот в плоскости волн накачки (рис. 6б) от 
угла поворота второй волны накачки при фиксирован-
ном значении расходимости первой волны накачки. 

С ростом значения κ2 наблюдается монотонное 
уменьшение как наибольшего значения модуля про-
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странственного спектра, так и ширины полосы про-
странственных частот.  

а)   

б)  
Рис. 6. Зависимости наибольшего значения модуля 
пространственного спектра (а) и  ширины полосы 

пространственных частот (б) от поворота волны накачки 
при kℓ =  5·103, κ0/k = 5·10-2 (1), 1·10-2 (2), плоские волны (3) 

При κ2 ≤ κ0 зависимости наибольшего значения и 
ширины полосы пространственных частот от поворо-
та второй волны накачки хорошо аппроксимируются 
гауссовым законом 

2
2

4 max 40 2

2
2

0 2

exp ,

exp .

A A a
k

b
k

 κ
= − 

 

 κ
∆κ = ∆κ − 

 

 (10) 

Здесь A40 и ∆κ0 – значения A4max и ∆κ в отсутствие по-
ворота второй волны накачки, a и b – коэффициенты, 
зависящие от величины расходимости первой волны 
накачки. При расходимости первой волны накачки 
κ0/k = 1·10-2 и 5·10-2 коэффициенты соответственно 
принимают значения a =  3·103 и 1,2·102, b =  50 и 10. 

При κ2 > 2κ0 изменение ширины полосы простран-
ственных частот, наиболее эффективно преобразуе-
мых при четырёхволновом взаимодействии, в зави-
симости от поворота второй волны накачки совпадает 
с аналогичной зависимостью для четырёхволнового 
преобразователя с плоскими волнами накачки. 

Заключение 

Получены аналитические выражения, описываю-
щие пространственную селективность четырёхволно-

вого преобразователя излучения в прозрачной двух-
компонентной среде с учётом углового поворота и 
расходимости волн накачки. Показано, что и расхо-
димость, и угловой поворот волн накачки приводят к 
уменьшению эффективности преобразования волн на 
высоких пространственных частотах. 

В отсутствие поворота с увеличением расходимо-
сти волны накачки ширина полосы пространственных 
частот, наиболее эффективно преобразуемых при че-
тырёхволновом взаимодействии, уменьшается по за-
кону, обратно пропорциональному расходимости. 

В случае плоских волн накачки угловой поворот 
одной из них, не меняя вида пространственного спек-
тра в плоскости перпендикулярной плоскости волн 
накачки, в плоскости волн накачки смещает полосу 
«вырезанных» четырёхволновым преобразователем 
пространственных частот на величину поворота и 
уменьшает ширину полосы наиболее эффективно 
преобразуемых частот по закону, обратно пропорци-
ональному повороту. 

При условии, что величина поворота меньше рас-
ходимости волны накачки, получены приближённые 
выражения, связывающие наибольшее значение мо-
дуля пространственного спектра и ширину полосы 
наиболее эффективно преобразуемых пространствен-
ных частот с угловым поворотом волны накачки. 
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INFLUENCE OF THE PUMP WAVE ROTATION AND DIVERGENCE  
ON THE SPATIAL SELECTIVITY OF A FOUR-WAVE RADIATION CONVERTER  

IN A TRANSPARENT TWO-COMPONENT MEDIUM 
V.V. Ivakhnik, M.V. Savelyev  

Samara State Aerospace University, Samara, Russia 

Abstract  
The spatial selectivity of the degenerate four-wave radiation converter in a transparent two-

component medium based on the electrostriction and Dufour effect has been analyzed as a function of 
the rotation and divergence of pump waves. Expressions connecting most efficiently the converted spa-
tial frequency bandwidth with the rotation angle and divergence of pump waves has been obtained. 

Keywords: spatial selectivity, four-wave radiation converter, transparent two-component medium. 
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