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Аннотация 
В статье рассматривается коллективный подход к решению задачи кластерного анализа. 

Предложен алгоритм усреднения центроидов, позволяющий построить консенсусное разбиение 
выборки на кластеры, используя набор разбиений этой выборки любым центроидным алгорит-
мом. Приведены результаты применения алгоритма к модельным данным и для сегментации 
гиперспектральных изображений с шумовыми каналами. Рассмотрены некоторые детали реали-
зации в многопоточном окружении, позволяющие увеличить производительность алгоритма. 
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Введение 

Задача кластерного анализа заключается в отыс-
кании наилучшего с точки зрения заданного критерия 
качества разбиения множества объектов на подмно-
жества (кластеры). Под критерием качества понима-
ют некий функционал, в той или иной степени учи-
тывающий как различия между объектами в пределах 
одного кластера, так и расстояния между кластерами 
[1, 2, 3]. Выбор меры различия объектов обусловлен 
спецификой конкретных задач и типами переменных, 
описывающих объекты.  

Пусть X – набор вещественных векторов размер-
ности M, а N = |X | – число векторов в этом наборе. В 
задачах кластеризации объектов с вещественными 
характеристиками широкое применение нашёл итера-
тивный алгоритм K-means с Евклидовым расстоянием 
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качестве меры различия между объектами. На каждой 
итерации алгоритм разбивает исходное множество 
объектов X на заданное число K непустых непересе-
кающихся кластеров Xk, определяя для каждого x∈X 
номер его кластера: x∈Xk ⇔ k = argmink′d(x, ck′), где ck – 

центроид (центр) кластера Xk: (1/ )
k

k k x X
c X x

∈
= ∑ , 

при этом номер кластера k для x∈Xk также называют 
меткой x. Алгоритм находит один из локальных ми-
нимумов суммы квадратов отклонений x от центров 
ck, причём результат существенно зависит от выбора 

начальных центров кластеров 0
kc . Вычислительная 

сложность алгоритма составляет O(KMNT), где T – 
число итераций, т.е. при фиксированных K, M, T ал-
горитм характеризуется линейной трудоёмкостью от-
носительно числа объектов. 

В последнее время для повышения устойчивости и 
качества результатов кластеризации активно приме-
няется ансамблевый подход [4–10]. Подход заключа-
ется в построении множества кластеризаций на осно-
ве различных алгоритмов или одного алгоритма с 
различными параметрами и итоговой кластеризации 

на их основе. Применение ансамблевого подхода поз-
воляет снижать зависимость результатов группировки 
от выбора параметров алгоритма, получать более 
устойчивые решения в условиях зашумленных дан-
ных и, если ансамбль составлен из различных алго-
ритмов, взглянуть на задачу с «разных точек зрения», 
т.е. решить в том числе задачу выбора модели [11]. 
Алгоритмы на основе кластерных ансамблей приме-
нимы для обработки больших объёмов данных [12], 
например, мультиспектральных изображений [13, 14]. 

Результат применения ансамблевого алгоритма 
называют консенсусным. Известны различные подходы 
к его построению[11]. Пусть  P – множество всех воз-
можных разбиений X на кластеры и определено отобра-
жение δ:P×P→ℝ, характеризующее степень различия 

между двумя разбиениями, а P1, … , PL – варианты раз-
биений X на K1, … , KL кластеров. Тогда один из спосо-
бов формального определения консенсусного разбиения 
заключается в отыскании разбиения P*: 
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т.е. разбиения, суммарно наименее отличного от раз-
биений в ансамбле. Таким образом, разнообразие спо-
собов определения и построения P*  во многом обу-
словлено разнообразием выбора функции δ, при этом к 
популярным δ относят [11]: улучшенный индекс Ранда 
(ARI) [15], нормализованное полное количество ин-
формации (NMI) [16], вариацию информации (VI) [17], 
включая нормализованный вариант (NVI) [18]. Ука-
занные функции δ претендуют на универсальность, 
поскольку учитывают только метки объектов из разби-
ений и не учитывают специфичные для моделей кла-
стеров характеристики, например, в случае с ансам-
блем K-means-разбиений, координаты центров класте-
ров. Семейство методов построения консенсусного 
разбиения, учитывающих центры кластеров, предло-
жено в работе [6]. Центроиды группируются в консен-
сусные цепи (consensus chains) так, чтобы суммарное 
расстояние между центроидами в пределах одной цепи 
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было минимальным, для чего используется прибли-
жённый алгоритм. Таким образом, устанавливается 
соответствие между кластерами из различных разбие-
ний. Предложено несколько модификаций метода: ме-
тод, использующий предположение, что P1,…,PL име-
ют одинаковое число кластеров, и метод для произ-
вольного числа кластеров в каждом из разбиений. К 
основным преимуществам алгоритма авторы относят 
высокую степень масштабируемости, возможность ор-
ганизации параллельных вычислений. Кроме того, вы-
числительная сложность процедуры построения ан-
самблевого решения не зависит от числа объектов N. 
Предусмотрен этап фильтрации консенсусных цепей 
от выбросов, позволяющий снизить влияние шумов, 
однако нетрудно привести пример, в котором в каждой 
цепи кластер будет исключён как выброс, что приведёт 
к потере кластера в итоговом разбиении. Исходя из 
этих соображений, разбиение выборки на фрагменты в 
пользу масштабируемости алгоритма не всегда приво-
дит к лучшим результатам.  

Пусть P1,…,PL – варианты разбиений X на K кла-

стеров 1
1{ }l l … L

k k … KX = , ,
= , ,  с центрами 1,...,{ }l l

k k KC c == . Обозна-

чим через cl(x) отображение cl(x): X→Cl, которое для 
каждого объекта x определяет центроид из l-го разби-
ения. Зададим меру различия между парой разбиений 
Pi и Pj через суммарное расстояние между центрами 
кластеров, соответствующих каждому x∈X: 
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Функция δ(Pi, Pj) обращается в 0, когда центры 
кластеров совпадают между собой для каждого x∈X. 
Консенсусным разбиением назовём разбиение 
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Здесь разбиению { }1 ,..., KP X X∗ ∗ ∗=  соответствует 

набор центроидов { }*
1 , ..., Kc c∗ . 

В параграфе 1 данной работы дан теоретический ана-
лиз построения такого разбиения. В параграфе 2 описан 
алгоритм и результаты его применения на реальных дан-
ных. В параграфе 3 приведены результаты применения 
алгоритма к модельным и реальным данным. Параграф 4 
посвящён особенностям реализации с учётом возможно-
сти применения параллельных вычислений. 

1. Построение консенсусного разбиения 
В приведённых ранее обозначениях рассмотрим 

подробнее свойства разбиения P*  и связанных с ним 
центроидов.  

Утверждение 1. Пусть P* – консенсусное разбие-
ния для произвольных X, K, L и набора вариантов 

разбиений P1, … , PL. Тогда центроиды kc∗  консенсус-
ного разбиения могут быть выражены через центрои-
ды разбиений ансамбля следующим образом: 
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где k = 1, … , K и kX ∗  – k-й кластер разбиения P* . 
Доказательство. Рассмотрим функцию 
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Для каждого разбиения P представим с(x) с помо-
щью центров сk и индикаторных функций I  [x∈Xk]: 
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Это позволяет выразить f (P*) через kc∗ : 
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Поскольку центры ck определяются набором ха-
рактеристик {ckj} k=1,…,K;j=1,…,M, расстояние d между 
центрами можно переписать, используя формулу: 
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f (P*) через координаты центров кластеров: 
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По определению, P*  – оптимальное разбиение, то-

гда частные производные f по всем kjc∗  имеют вид: 

1 1 1 1 1 1

1 1

2 ( [ ] [ ] ) [ ] 2 ( ( ) [ ] )

2 2 [ ] ,

i k

i k

L N K K L K
l l l l

i q qj i q qj i k i j i q qj
l i q q l qx Xkj

L K
l l

k kj i q qj
l qx X

f
I x X c I x X c I x X c x I x X c

c

L X c I x X c

∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗

= = = = = =∈

∗ ∗

= =∈

∂ = ∈ − ∈ ∈ = − ∈ =
∂

= | | − ∈

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

и равны нулю: 

1 1

2 2 [ ] 0
i k

L K
l l

k kj i q qj
l qx X

L X c I x X c
∗

∗ ∗

= =∈

| | − ∈ =∑ ∑ ∑ . 

Полученная система уравнений имеет решение: 
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которое можно выразить через kc∗ : 
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Таким образом, утверждение доказано. Однако на 

практике вычислить 1 , ..., Kc c∗ ∗  по найденным явным 
формулам не представляется возможным, поскольку 
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не известен состав кластеров 1 ,..., KX X∗ ∗ . Поэтому для 
построения приближённого решения предлагается 
подход, основанный на усреднённых значениях цен-
тров кластеров вариантов разбиений. 

2. Алгоритм усреднения центроидов AC 
Обозначим через C = KMEANSX,K(C0) отображение, 

ставящее в соответствие исходному набору центрои-
дов C0 = { c0,1,…,c0,K} набор центроидов C = { c1,…,cK}, 
полученный в результате применения алгоритма K-
means. Здесь X – некоторый набор вещественных век-
торов, который требуется разбить на K кластеров. 
Обозначим через c(x):X→C функцию, определяющую 
для данного объекта x центр ближайшего кластера. 

Тогда предлагаемый алгоритм AC можно записать 
в виде следующей последовательности шагов. 

Шаг 1. Построить L вариантов разбиений X на K 
кластеров каждый, применяя алгоритм K-means со 
случайно заданными исходными центроидами 

0, 1,...,lC l L= ; вычислить 0 = KMEANS ( )l l
X KC C, ; 

определить cl(x):X→Cl. 
Шаг 2. Каждому xi∈X сопоставить среднее значе-

ние центров кластеров, в которые xi входит: 

1
(1/ ) ( )

L l
i il

y L c x
=

= ∑ , сформировав из них набор 

Y = { y1,…,yN}. 
Шаг 3. Построить функцию cY(y), используя 

0KMEANS ( )y
Y K C, , где центроиды 0

yC  также заданы 

случайно. 
Шаг 4. Построить результирующее разбиение 

cfinal(x), полагая c final(xi) = cY(yi), I  = 1,…, N. 
Другими словами, алгоритм включает этап пред-

обработки (шаги 1–2) и этап построения окончатель-
ного разбиения (шаг 3). Далее более подробно рас-
смотрим этап предобработки. 

Утверждение 2. Пусть P1,…, Pn – варианты разби-
ений фиксированного множества X на K кластеров, 
построенные алгоритмом K-means со случайно вы-

бранными начальными центрами 1
0 0, ..., nC C , где коор-

динаты центров 1 1
0,1 0, 0,1 0,,..., , ..., ,...,n n

K Kc c c c  независимы в 

совокупности и одинаково распределены, 0 ,l MС ⊂ �  
l  = 1,…,L – ограниченные множества, и для каждого 
xi∈X определена последовательность векторов: 

1

1
( )

n
n l
i i

l

y c x
n =

= ∑ , 1 ...,i N= , . 

Тогда последовательность n
iy  сходится при n→∝, 

i  = 1,…,N. 
Доказательство. Результат алгоритма K-means 

C = KMEANSX,K(C0) можно рассматривать как детер-
минированную функцию, ставящую в соответствие 
исходным центрам полученный набор. Поскольку ко-
ординаты полученных центроидов зависят только от 
исходных центров, то они также являются независи-
мыми, одинаково распределёнными случайными ве-
личинами. Заметим также, что второй момент 
E(cij)2

 < ∝ для любых i  = 1,…, N, j  = 1,…, M в силу 

ограниченности множества X. Тогда по закону боль-
ших чисел имеет место сходимость почти наверное 

последовательностей компонентов векторов n
iy  при 

n→∝. Утверждение доказано. 
Доказанное свойство говорит о статистической 

устойчивости предложенного алгоритма. Заметим, что 
на шаге 3, кроме алгоритма K-means, может выбирать-
ся любой другой алгоритм кластеризации. Общая вы-
числительная трудоёмкость алгоритма AC включает 
вычислительную трудоёмкость процедур построения 
кластерного ансамбля (O(KLMNT)), усреднения цен-
тров (O(LMN)) и трудоёмкость процедуры на шаге 3 
(O(KLMNT)) в случае K-means). Таким образом, этап 
построения кластерного ансамбля и усреднения цен-
тров имеет линейную трудоёмкость относительно чис-
ла объектов при фиксированных K, L, M, T. Для про-
стоты описания алгоритма число кластеров K на каж-
дом шаге полагается одинаковым, однако возможно 
использование различных значений. 

3. Экспериментальная проверка 
Проиллюстрируем работу алгоритма на примере 

кластеризации набора данных Сassini из библиотеки 
mlbench [19]. Набор представляет собой множество то-
чек на плоскости, визуально разделимых на три груп-
пы: два вытянутых и изогнутых кластера и один 
округлой формы между ними. На рис. 1а представлено 
эталонное разбиение этого набора данных. Примене-
ние алгоритма K-means с K = 3 (рис. 1б) не даёт ожида-
емого результата, и это несоответствие сохраняется 
независимо от начальных центров, а форма получае-
мых при этом кластеров практически не меняется. 
Чтобы добиться большего разнообразия вариантов 
разбиения, увеличим число кластеров до K = 7 и по-
строим ансамбль из L = 3 элементов (рис. 1в). На шаге 
3 был выбран агломеративный иерархический алго-
ритм ближайшей связи. Заметим, что после шага 2 ко-
личество точек в Y с уникальными координатами су-
щественно сократилось (c 1000 до 18), поэтому перед 
применением иерархического алгоритма целесообраз-
но исключить совпадающие точки. Итоговая ансам-
блевая кластеризация соответствует эталону (рис. 1a). 

Для иллюстрации работы алгоритма было также ис-
пользовано гиперспектральное изображение Pavia 
University из репозитория [20] размером 610×340 пиксе-
лей (рис. 2а). Изображение содержит M = 103 спек-
тральных канала и представляет собой множество точек 

(пикселей) {xi} ⊂ ℝ
M, где xi = (xi1,…, xiM), xij – значение яр-

кости в j-м спектральном канале. Это изображение 
предварительно было зашумлено: к нескольким каналам 
исходного изображения добавлялся шум по формуле: 

(max( ) min( ))ij ij ij i j
ii

x x x x= + α ⋅ − ,  

где α – реализация случайной величины, равномерно 
распределённой на интервале [–0,4; 0,4]. Эксперимен-
ты показали, что при зашумлении даже одного канала 
изображения алгоритм K-means даёт неудовлетвори-
тельные результаты.  
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а)  б)  

в)    
Рис. 1. а) Эталонная кластеризация набора данных Сassini; 
б) типичный результат применения K-means для K =  3; 
в) элементы ансамбля при K =  7, из которых получено 

итоговое разбиение 

Для формирования ансамблевого решения был 
использован метод случайных подпространств, при 
котором на шаге 1 для построения каждого варианта 
разбиения случайным образом выбирается D << M ка-
налов изображения. При этом в алгоритме K-means 
для вычисления расстояний используется функция 

2( ) ( )W i k ij kjj W
d x c x c

∈
, = −∑ , где W – множество но-

меров каналов и |W| = D. А на шаге 2 алгоритма AC 
при вычислении центров кластеров и построении ан-
самблевого решения учитываются все M каналов. 

На рис. 2б, в представлены результаты обработки 
алгоритмами K-means и AC изображения Pavia Uni-
versity, в котором каналы 13, 15 и 18 зашумлены в со-
ответствии с указанной выше моделью. На рис. 2б 
хорошо видно негативное влияние шума на качество 
работы алгоритма K-means, которое проявляется в 
повышенной зернистости отдельных областей. На 
рис. 2в представлены результаты работы алгоритма 
AC. Из этого рисунка видно, что на нём отсутствуют 
негативные проявления шума. 

4. Применение параллельных вычислений 
Простейшая реализация алгоритма AC естествен-

ным образом вытекает из его описания: 1) последова-
тельно выполняется L разбиений, 2) усредняются цен-
тры кластеров, 3) производится окончательное разбие-
ние. При этом процесс построения каждого разбиения 
представляет собой последовательность шагов вычис-
ления расстояний между объектами и текущими цен-
трами кластеров dW(xi, ck), перераспределения объектов 
по кластерам и вычисления новых центров. Значитель-
ный объём вычислений в представленном алгоритме 
приходится на нахождение расстояний dW(xi, ck).  

а)  

б)  

в)  
Рис. 2. RGB-композит изображения Pavia University (а); 

кластеризация с помощью алгоритма K-means  
при K =  10 (б); результат работы алгоритма AC  

при K =  10, L =  10, D =  10 (в) 

Данная реализация является однопоточной; одним 
из способов повышения производительности является 
её модификация для выполнения в многопоточном 
окружении. Наиболее трудоёмким этапом алгоритма 
является построение L вариантов разбиений (шаг 1), по-
этому это построение целесообразно распределить по 
разным ядрам процессора. Средние значения центров на 
шаге 2 также могут быть вычислены параллельно. 

Последовательный и параллельный варианты ал-
горитма были реализованы на языке Java. Для экспе-
риментов использовался 4-х ядерный процессор 
Intel i5-6400. При использовании параллельной реа-
лизации для обработки изображения Pavia University 
среднее время работы программы с параметрами 
K = 10, L = 10, D = 10 уменьшилось в 3,1 раза (рис. 3). 

Ограничением предложенной параллельной реали-
зации является совместное использование памяти па-
раллельно исполняемыми потоками на шаге 1, а также 
использование последовательной реализации алгоритма 
K-means на шаге 3. Дальнейшая оптимизация данной 
параллельной процедуры может быть связана с приме-
нением низкоуровневых программных интерфейсов.  
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Рис. 3. Среднее время выполнения последовательной 
и параллельной программ в зависимости от числа 

элементов в ансамбле (L) 

Альтернативным подходом к увеличению произ-
водительности может служить также привлечение 
графических процессоров. В работах [21, 22] показа-
но, что их использование позволяет повысить произ-
водительность алгоритмов на несколько порядков. 
Преимущество использования графических процес-
соров для реализации алгоритма AC заключается в 
возможности вычислять расстояния между объектами 
и центрами кластеров одновременно для L разбиений 
на каждой итерации K-means. Например, в работе 
[23] предложена эффективная реализация вычисления 
матрицы расстояний для одного набора векторов на 
графическом процессоре, обеспечивающая ускорение 
в 20 раз по сравнению с однопоточной реализацией. 

Заключение 
В статье рассмотрен коллективный подход к ре-

шению задачи кластерного анализа. Предложен алго-
ритм усреднения центроидов AC, позволяющий по-
строить консенсусное разбиение выборки на класте-
ры, используя набор разбиений этой выборки любым 
центроидным алгоритмом. Доказано, что центроиды 
консенсусного разбиения могут быть выражены через 
центроиды разбиений ансамбля. Доказана также ста-
тистическая устойчивость предложенного алгоритма. 
Эффективность алгоритма продемонстрирована на 
модельных и реальных данных. Предложена парал-
лельная реализация алгоритма. В будущем планиру-
ется дальнейшее совершенствование алгоритма, свя-
занное с применением графических процессоров и 
использованием весов при усреднении центроидов. 
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Abstract 
A collective approach to cluster analysis is considered in the paper. An algorithm of centroid 

averaging is proposed. The algorithm allows constructing the consensus partition of a dataset into 
clusters, using a set of partitions built with any centroid-based algorithm. We discuss results of ap-
plying the proposed algorithm to modeled data and for the segmentation of hyperspectral images 
with noise channels. Some details of implementation in a multithreaded environment that allows 
increasing the algorithm performance are given. 
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