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Аннотация 

В статье последовательно описывается теоретическая основа нового геометрического ме-
тода анализа и распознавания трёхмерных (3D) изображений. Даётся описание техники ска-
нирования для формирования гипертрейс-преобразования и его математическая модель. Дан-
ный метод в отличие от существующих позволяет анализировать 3D-изображения без предва-
рительного их упрощения или построения проекций на плоскости, анализируя непосредст-
венно их трёхмерную форму. Обоснован выбор сканирующего инструмента и построение 
опорной сетки на сфере, необходимой для решения проблемы инвариантности распознавания 
3D-изображения к повороту. Разработан математический аппарат стохастической реализации 
техники сканирования на основе стохастической геометрии и функционального анализа. Вве-
дён новый математический инструмент для анализа 3D-изображений – гипертрейс-матрица, 
позволяющий распознавать пространственные объекты сложной формы и структуры благода-
ря построению единой математической модели 3D-изображения. Представлено описание но-
вого типа признаков 3D-изображений, имеющих аналитическую структуру, – гипертриплет-
ные признаки, благодаря аналитической структуре которых возможна автоматическая генера-
ция большого количества признаков с заранее заданными свойствами. Рассматриваются ре-
зультаты экспериментальной проверки, демонстрирующие точность вычисления признаков 
для распознавания 3D-изображения и доказывающие адекватность разработанного математи-
ческого аппарата. 
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Введение 

В настоящее время в условиях интенсивного раз-
вития компьютерных технологий возрастает роль ме-
тодов обработки данных, представленных в виде изо-
бражений. В качестве примера можно привести такие 
области, как аэрокосмические исследования, машин-
ное зрение, трёхмерная компьютерная томография, 
исследования Земли из космоса, автоматизация про-
цесса компьютерного распознавания в дефектоско-
пии, дактилоскопии и тому подобные [1 – 4]. 
Для современного этапа развития теории распо-

знавания образов актуально расширение круга рас-
сматриваемых задач распознавания на трёхмерные 
(далее 3D) изображения, в то время как ранее внима-
ние исследователей было сосредоточено на решении 
задач анализа и распознавания двумерных (далее 2D) 
изображений. Эффективность машинного зрения при 
распознавании пространственных изображений зна-
чительно уступает возможностям человека, что объ-
ясняется не слабой мощностью вычислительных 
средств, а недостаточно развитыми теоретическими 
методами и подходами. 
В данной статье предлагается подход на основе 

стохастической геометрии и функционального анали-
за, который благодаря построению признаков, инвари-

антных к группе движений и масштабированию, по-
зволяет повысить надёжность и универсальность рас-
познавания. Сканирование со случайными параметра-
ми улучшает соотношение «надёжность – быстро-
действие» распознавания 3D-изображений по сравне-
нию с детерминированным сканированием. 

1. Инструмент сканирования 

Пусть F – исходная трЁхмерная модель. Авторы рас-
сматривали полигональные модели, однако метод при-
меним и к другим видам моделей. Определим плоскость 
B(η, r) = {x | x

T⋅ η = r} как касательную к сфере с цен-
тром в начале координат и радиусом r, проходящую 
через заданную точку X на расстоянии r от начала ко-
ординат с заданными углами ω и φ (рис. 1), где 
η = [cos ω ⋅ sin ω, cos φ] – единичный вектор в R3, ω – угол 
между осью 0 x и проекцией отрезка OX на плоскость 
0 x y, φ – угол между осью 0 z и отрезком OX.  
Сканирование 3D-изображения будет осуществ-

ляться плоскостями. Данный выбор оправдан тем, что 
пересечение плоскости с любым другим пространст-
венным геометрическим примитивом хорошо извест-
но в высшей математике и имеет строгое аналитиче-
ское представление, которое нам пригодится при раз-
работке аналитической структуры признака. 
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Наличие сетки параллельных плоскостей помогает 
решить проблему инвариантного описания объекта 
(даёт необходимое условие для конструирования при-
знаков, инвариантных к переносу 3D-изображения). 
Если пространственный объект сканируется сеткой 
параллельных плоскостей, то перемещение исходного 
3D-изображения не изменяет форму получаемых ска-
нирующими плоскостями сечений (дискретный шаг 
сканирования игнорируется). Поэтому получаемые 
сечения и извлекаемые на их основе признаки не из-
менят своего значения при переносе 3D-изображения 
на любой вектор в пространстве. Другими словами, 
вычисляемые признаки не будут зависеть от про-
странственного положения объекта. 

 
Рис. 1. Определение сферических координат плоскости 

2. Проблема инвариантности распознавания  

3D-изображения при его произвольной ориентации 

в пространстве 

Для трёхмерного случая наличие произвольной 
пространственной ориентации 3D-изображения сильно 
осложняет создание его инвариантного описания. В 
отличие от двумерного случая, проблема поворота 3D-
изображения в трёхмерном пространстве связана с не-
возможностью его поворота вокруг одной оси, незави-
симо от совершённого вращения по другим осям. 
Чтобы схема сканирования 3D-изображения не 

была привязана к пространственной ориентации объ-
екта, необходимо и достаточно, чтобы сканирующие 
элементы, если все их одновременно зафиксировать в 
пространстве, давали одинаковые сечения трёхмерно-
го объекта при любом его угле вращения. Другими 
словами, необходимо добиться, чтобы все сканирую-
щие сетки параллельных плоскостей под разными уг-
лами ω и φ обзора распознаваемого 3D-изображения 
совпадали бы друг с другом при любом его простран-
ственном повороте (дискретный шаг игнорируется). 
Стандартный перебор всех углов ω и φ, которыми 

идентифицируется каждая сканирующая сетка парал-
лельных плоскостей, в топологическом смысле для не-
прерывного случая даёт модель концентрических сфер 
с центром в начале координат. Каждой сканирующей 
сетке параллельных плоскостей на единичной сфере 
сопоставим точку, которая будет являться точкой ка-
сания со сферой плоскости, параллельной плоскостям 
данной сетки (отдельно для каждой пары (ω, φ) углов 
обзора). Множество точек на сфере образуют сетку, 
которую будем называть опорной (рис. 2). 

Стоит отметить, что пара углов (ω, φ) однозначно 
определяет узел опорной сетки, соответствующий един-
ственной касательной плоскости к сфере в этой точке, а 
значит, и единственной сетке сканирующих параллель-
ных плоскостей, что подробно рассмотрено в [5]. 
Для дискретного случая на обычной карте глобуса 

вблизи полюса наблюдается более плотное скопление 
точек, чем у экватора. Поэтому если при повороте 
полюс совместить с точкой на экваторе, то будут за-
метны отклонения точек исходной и повёрнутой се-
ток. Так как каждая точка опорной сетки на сфере од-
нозначно определяет угол наклона сетки параллель-
ных плоскостей, то изменение угла наклона сетки 
плоскостей повлияет на форму получаемых сечений. 
Вследствие этого увеличится ошибка расчёта призна-
ка и снизится точность распознавания 3D-объекта. 

 
Рис. 2. Опорная сетка на сфере и соответствующие ей 

сетки сканирующих параллельных плоскостей 

С другой стороны, если при повороте сферы во-
круг своего центра опорная сетка перейдёт сама в се-
бя, то соответствующие сетки секущих параллельных 
плоскостей полностью совпадут друг с другом и по-
лучаемые сечения будут одинаковыми (не изменят 
своей формы). Поэтому вычисляемое значение при-
знака не изменится.  
Таким образом, необходимо построить опорную 

сетку, обладающую равномерным распределением то-
чек на сфере для достижения меньшей ошибки при со-
вмещении узлов опорной сетки при её повороте из-за 
дискретного шага сканирования. Равномерное распре-
деление точек опорной сетки на сфере обеспечит от-
сутствие более плотных скоплений узлов опорной сет-
ки на поверхности сферы, определяющих преимуще-
ственно сечения под теми или иными углами обзора 
объекта. В связи с этим все результаты сканирования 
будут принимать равноправное участие при вычисле-
нии значения признака 3D-изображения без повыше-
ния влияния каких-либо определённых значений сече-
ний, так как частота появления любого среза сечений 
будет приблизительно одинакова (равномерный обзор 
трёхмерного тела со всех сторон). Другими словами, 
значение вычисляемого признака не будет зависеть от 
ориентации 3D-изображения в пространстве. 

3.  Равномерная опорная сетка на сфере 

Указанное свойство равномерного распределения 
точек опорной сетки на сфере является необходимым 



Теоретические основы гипертрейс-преобразования…   Федотов Н.Г., Сёмов А.А., Моисеев А.В. 

Компьютерная оптика, 2018, том 42, №2 275 

условием инвариантности конструируемых призна-
ков к повороту. Математическая формулировка дан-
ной проблемы имеет следующий вид.  
Рассмотрим сферу, заданную параметрически: 

x(ω, φ) = R⋅cos ω⋅sin φ, y(ω, φ) = R⋅sin ω⋅sin φ, z(ω, φ) = R⋅cos φ. 
Необходимо определить аналитически функцию 
f
 (ω, φ) плотности совместного распределения пара-
метров ω и φ, соответствующую равномерному рас-
пределению точек на поверхности сферы. 
Рассмотрим небольшой участок dS поверхности 

сферы, ограниченный приращениями dφ и dω (рис. 3). 

 
Рис. 3. Участок на поверхности сферы  

и значение его сторон 

В случае, когда точки имеют равномерное распре-
деление на поверхности сферы, вероятность попада-
ния произвольной точки А на элемент поверхности dS 
с одной стороны равна: P (A∈dS ) = dS / S. 
При постоянном значении φ изменение угла dω опи-

сывает дугу R ⋅ sin φ⋅dω. Поэтому площадь малого эле-
мента поверхности сферы равна dS = R

2⋅ sin φ ⋅ dω ⋅ dφ. 
Таким образом, вероятность попадания произвольной 
точки А на элемент поверхности dS будет равна: 

( )
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С другой стороны, вероятность попадания точки 
А на данный элемент поверхности равна: 
P (A ⊂ dS ) = f

 (ω, φ) ⋅ dω ⋅ dφ. Следовательно, совместная 
плотность распределения вероятности ω и φ равна: 

( ) ( )sin d d sin
, d d ,

4 4
f f

φ⋅ ω⋅ φ φ= ω φ ⋅ ω⋅ φ ⇒ ω φ =
π π

. 

Генерируя значения параметров ω и φ с использо-
ванием функции плотности распределения f

 (ω, φ), 
получаем равномерное распределение точек на по-
верхности сферы. Различные алгоритмы построения 
равномерного распределения конечного числа точек 
рассмотрены в [6, 7]. 
Данное условие является необходимым условием 

инвариантности конструируемых признаков к пово-
роту 2D-изображения в плоскости сечения и 3D-
изображения в целом.  

4. Описание техники сканирования 

Сканирование 3D-изображения производится сет-
кой параллельных плоскостей с расстоянием ∆r меж-
ду плоскостями и заданными углами ω и φ. Взаимное 
положение 3D-изображения F и каждой сканирую-
щей плоскости B(η(ω, φ), r) характеризуется числом 
G, которое определяется по некоторому правилу 

HyperΤ: G = HuperT(F ∩ B(η(ω, φ), r)). В качестве ука-

занного правила можно использовать вычисление 
площади сечения, количество пересечений плоскости 
с исходным объектом, свойства окрестности полу-
ченного сечения и тому подобное. Другими словами, 
функционал HyperΤ характеризует свойство признака 
сечения. 
Затем сканирование производится сеткой парал-

лельных плоскостей для нового значения угла ω + ∆ω 
и φ + ∆φ , получившего дискретные приращения ∆ω и 

∆φ соответственно, с тем же шагом ∆r между скани-
рующими плоскостями. К сечениям новой сетки из 
плоскостей B (η(ω + ∆ω, φ + ∆φ), ri) применяется такое 
же ранее выбранное правило HyperΤ. 
Сканирование повторяется для каждого нового 

угла ω + ∆ω и φ + ∆φ до завершения оборота в 2π и π 
радиан соответственно. Важно отметить, что углы 
изменяются не произвольным образом, а согласно по-
строению опорной сетки на сфере, обеспечивающей 
равномерную плотность плоскостей в пространстве 
(для выполнения необходимого условия инвариант-
ности конструируемых признаков к повороту). 
Результат вычислений функционала HyperΤ зави-

сит от трёх параметров плоскости (r, ω, φ). Поэтому, 
если каждому 2D-изображению, полученному при се-
чении исходной трёхмерной модели сканирующей 
плоскостью, сопоставить некоторый информативный 
признак П(Fsect) по правилу HyperT, то при численном 
анализе результат гипертрейс-преобразования удобно 
представить в виде трёхмерной гипертрейс-матрицы 
3TM, у которой ось 0φ направлена вертикально, ось 
0ω – горизонтально, ось 0r – вглубь. 
Каждое 2D-изображение, получившееся в сечении 

исходной 3D-модели сеткой параллельных плоскостей 
под разными углами обзора, сканируется, чтобы из-
влечь какие-нибудь значимые признаки (например, пе-
риметр контура фигуры сечения). Для нахождения при-
знака двумерного изображения сечения используется 
трейс-преобразование, которое будет описано ниже. 
Сканирование получаемых в сечении изображений 

Fsect осуществляется решеткой параллельных прямых 
l (θ, ρ) с расстоянием ∆ρ между линиями, где ρ, θ – по-
лярные координаты прямой в плоскости сечения. Вза-
имное положение 2D-изображения Fsect и каждой скани-
рующей линии l (θ, ρ) характеризуется числом g, вычис-
ляемым по некоторому правилу Т: g = T (Fsect

 
∩

 
l (θ, ρ)). 

В качестве указанного правила можно использовать 
вычисление длины части прямой, лежащей внутри изо-
бражения, свойства окрестности точки пересечения 
прямой с изображением и тому подобное. 
Затем сканирование производится для нового зна-

чения угла θ + ∆θ, получившего дискретное прираще-
ние ∆θ, сеткой параллельных прямых в той же плос-
кости сечения Fsect и с тем же шагом ∆ρ. К пересече-
нию новой прямой l (θ + ∆θ, ρ) и сечения Fsect применя-
ется такое же ранее выбранное правило Τ. Сканиро-
вание повторяется для каждого нового угла θ + ∆θ до 
завершения оборота в 2π радиан. 
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Результат вычислений функционала Т зависит от 
двух параметров прямой θ и ρ. При численном анали-
зе результат трейс-преобразования удобно предста-
вить в виде двумерной трейс-матрицы ТМ, у которой 
ось 0θ направлена горизонтально, а ось 0ρ – верти-
кально. Подробное описание свойств трейс-преоб-
разования можно найти в [8]. 

5. Режимы сканирования  

и стохастическая реализация 

Данный метод поддерживает несколько различ-
ных режимов сканирования 3D-изображений, кото-
рые имеют свои преимущества и недостатки в раз-
личных практических ситуациях: 

1) Детерминированный режим сканирования. 
В этом случае опорная сетка на сфере имеет детер-

минированную структуру, и расстояние между скани-
рующими плоскостями одинаково для любой пары 
(ω, φ) углов обзора. Аналогичное свойство наблюдает-
ся в плоскости сечения для опорной сетки на окружно-
сти и для расстояния между сканирующими прямыми. 

2) Стохастический режим сканирования. 
В данном случае опорная сетка на сфере имеет сто-

хастическую структуру, и расстояние между скани-
рующими плоскостями случайно, но обладает равно-
мерной плотностью в пространстве в пределах разме-
ров 3D-объекта отдельно для каждой пары (ω, φ) углов 
обзора. Аналогичное свойство наблюдается в плоско-
сти сечения для опорной сетки на окружности и для 
расстояния между сканирующими прямыми. 
Кроме того, заранее предопределённый алгоритм 

построения равномерной сетки на сфере по скорости 
выполнения будет заметно уступать генерации слу-
чайной сетки с равномерным распределением точек 
на её поверхности. 
Стоит отметить, что стохастическое сканирование 

со случайными параметрами улучшает соотношение 
«надёжность – быстродействие» распознавания 2D-
изображений по сравнению с детерминированным ска-
нированием с фиксированными параметрами, что по-
казано в [9]. Аналогичное свойство справедливо также 
и при анализе и распознавании 3D-изображений. 
При стохастическом сканировании строки и 

столбцы гипертрейс-матрицы будут обозначать не 
номер, а диапазон варьирования каждой из перемен-
ных ω, φ и r. Поэтому перед формированием гипер-
трейс-матрицы строится трёхмерное вероятностное 
распределение переменных, аналогично стандартным 
методам стохастической геометрии. 
Так, при проектировании распознающих систем 

используются дискретные представления переменных 
ω, φ и r. Соответственно, параметры сканирующих 
плоскостей образуют три множества: 

{ }1 1 2, , , mM = ω ω ω… , { }2 1 2, , , nM = φ φ φ… , 

{ }3 1 2, , ,
l

M r r r= … . 

Детерминированное сканирование позволяет одно-
значно определить каждый элемент матриц 3ТМ. Так, 
тройке (ωi, φj, rk) соответствует элемент матрицы с но-

мером (i, j, k) и значением HuperT(F ∩ B (η(ω, φ), r)). При 

применении случайного сканирования на множествах 
M1, M2, M3 задаются вероятностные распределения: 

( ) ( ) ( ){ }1 1 2, , ,
m

M p p p= ω ω ω… , 

( ) ( ) ( ){ }2 1 2 n, , ,M q q q= φ φ φ… , 

( ) ( ) ( ){ }3 1 2, , ,
l

M s r s r s r= … , 

( ) 1
i

i

p ω =∑ , ( ) 1
j

j

q φ =∑ , ( ) 1
k

k

s r =∑ . 

При стохастическом способе генерирования рав-
номерного распределения точек на сфере использу-
ются генераторы псевдослучайных чисел, которые 
позволяют равномерные сетки на сфере для любого 
количества точек. Авторы решили модифицировать 
алгоритм Saff [6] для построения детерминированной 
спирали. Каждая точка данной спирали получила 
случайный равномерный прирост по каждой коорди-

нате на величину не более 1 N . После чего рас-

стояние от точки до начала координат приводится к 
единичному масштабу. 
Выбирая параметры сканирования случайным об-

разом на основе заданных распределений, получаем 
трёхмерное распределение случайных величин в виде 
матрицы 3ТМ, где Gi,j,k = HuperT(F ∩ B (η (ωi, φj), rk)) с 
вероятностью p (ωi) ⋅ q(ϕj) ⋅ s(rk) и Gi,j,k = 0 с вероятно-
стью 1 – p (ωi) ⋅ q(ϕj) ⋅ s(rk). Аналогичное свойство имеет 
место и для трейс-матриц в плоскости сечения, кото-
рые являются двумерным распределением случайных 
величин θ и ρ. 
Стохастическое сканирование 3D-изображений 

можно реализовать в следующем виде: случайная ве-
личина r имеет непрерывное равномерное распреде-
ление на отрезке [a, b] с функцией плотности 

( ) [ ]
[ ]

1
, , ,

0, , ,

r a b
b af r

r a b

 ∈ −= 
 ∉

 

случайные величины ω, φ имеют совместное равно-
мерное распределение на поверхности сферы с функ-
цией плотности 

( ) sin
, .

4
f

φω φ =
π

 

6. Математический инструмент  

для анализа 3D-изображения 

Трёхмерная гипертрейс-матрица 3TM – математи-
ческий инструмент для анализа 3D-изображения. Ги-
пертрейс-матрица 3ТМ – 3D-трейс-образ исходного 
пространственного изображения, который содержит 
информацию о первоначальном объекте. 
Каждая глубинная строка матрицы содержит эле-

менты-признаки, которые вычисляются по 2D-изобра-
жениям, полученным в результате сечений исходного 
3D-объекта сканирующими плоскостями при обходе 
всех значений переменной расстояния r с фиксирован-
ными значениями углов ω и φ. Соответственно, каж-
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дый вертикальный столбец матрицы содержит элемен-
ты-признаки, которые вычисляются по 2D-изображе-
ниям, полученным в результате сечений исходного 3D-
объекта сканирующими плоскостями при обходе всех 
углов φ (от 0 до π радиан) при одинаковых значениях 
угла ω и расстояния r. И, наконец, каждая глубинная 
строка матрицы содержит элементы-признаки, кото-
рые вычисляются по 2D-изображениям, полученным в 
результате сечений исходного 3D-объекта сканирую-
щими плоскостями для всех значений расстояний r при 
фиксированных значениях углов ω и φ. 
Если плоскость B не пересекает 3D-изображение, 

то есть F ∩ B (η(ω, φ), r) = φ, то значение гипертрейс-
функционала полагают равным нулю: 

HuperT(F ∩ B (η(ω, φ), r)) = 0. 

Графическое представление гипертрейс-матрицы 
3TM называется гипертрейс-трансформантой, где по-
лученное в результате сканирования множество чисел 
G образует точки (ωi, φj, rk) в системе координат с ося-
ми 0ω, 0φ и 0r. Так как результат вычислений функ-
ционала HuperT(F∩B(η(ωj, φi), rk)) зависит от трёх па-
раметров сканирующей плоскости r, ω и φ, имеющих 
дискретный шаг сканирования, то реальная гипер-
трейс-трансформанта имеет дискретную структуру. 
Двумерная трейс-матрица TM – математический 

инструмент для анализа 2D-изображения. Трейс-
матрица ТМ – 2D-трейс-образ плоского изображения 
2D-фигуры сечения, полученного при пересечении 
плоскости B (η(ω, φ), r) исходного 3D-объекта F. 
Каждый вертикальный столбец матрицы ТМ со-

держит значения, вычисляемые по всем прямым ска-
нирующей сетки при одинаковом значении угла θ и 
различными значениями ρ внутри конкретного 2D-изо-
бражения сечения. Соответственно, каждая горизон-
тальная строка матрицы ТМ содержит значения, вы-
числяемые для всех прямых l, имеющих одинаковое 
расстояние ρ до начала координат и различных значени-
ях угла θ внутри конкретного 2D-изображения сечения. 
Если прямая l не пересекает изображение: 

Fsect
 ∩ l (θ, ρ) = φ, то значение трейс-функционала пола-

гают равным нулю T(Fsect
 ∩ l (θ, ρ)) = 0. 

Графическое представление трейс-матрицы TM 

называется трейс-трансформантой, где полученное в 
результате сканирования множество чисел g образу-
ют точки (θi

 , ρj) в системе координат с осями 0θ и 0ρ.  
Таким образом, паре (θi

 , ρj) соответствует элемент 
матрицы TM с номером (i, j) и значением 
T(Fsect

 ∩ l (θi, ρj)). 
Данный математический инструмент будет особо 

полезным в области медицинской томографии при 
анализе и извлечении метрических характеристик 
пространственных объектов (внутреннего органа че-
ловека). С помощью гипертрейс-матрицы возможен 
не только анализ движущихся 3D-объектов, но и из-
влечение параметров этих движений. Подробнее об 
этом можно найти в [5]. 

7. Особенности формирования и построения 

гипертрейс-матриц 

Если результаты сканирования 3D-изображения 
(признаки сечений) заносить в элементы матрицы от 
точки (0, 0, 1) оси 0z в направлении по часовой стрел-
ки от оси 0x, то при формировании гипертрейс-
матрицы 3ТМ возникают опредёленные трудности 
сохранения целостности её структуры – нарушается 
порядок следования строк и столбцов друг за другом 
в матрице, так как равномерная сетка на сфере не-
изоморфна равномерной сетке на плоскости.  
При повороте 3D-изображения глубинные строки 

сохраняют порядок следования элементов, так как 
при повороте не изменяется порядок следования се-
чений (дискретная форма пространственного объек-
та). Однако при повороте 3D-изображения порядок 
следования элементов в горизонтальных строках (ось 
0ω) и вертикальных столбцах (ось 0φ) матрицы 3ТМ 
в общем случае без наложения дополнительных усло-
вий не сохраняется из-за произвольной пространст-
венной ориентации 3D-изображения.  
Так, при обработке функционалами трёхмерная 

матрица сворачивается в число в строго заданных на-
правлениях (сначала глубинные, далее вертикальные, 
а затем горизонтальные строки). Поэтому из-за про-
извольной неизвестной ориентации тела в простран-
стве возможен случайный поворот матрицы относи-
тельно оси 0r в пространстве 0ωφr. Произвольное на-
рушение порядка следования строк матрицы друг за 
другом в данных фиксированных направлениям при-
ведёт к изменению значения вычисляемого признака, 
и, как следствие, инвариантность распознавания 3D-
изображения будет нарушена. 
В связи с этим правила нумерации узлов опорной 

сетки, по которым формируется трёхмерная гипер-
трейс-матрица и определяется порядок следования её 
элементов, должны определятся не относительно ко-
ординатных осей, а относительно произвольно ориен-
тированного пространственного объекта. 
Для определения направления нумерации узлов 

опорной сетки достаточно идентифицировать некото-
рые опорные ключевые точки – узлы опорной сетки, 
которые однозначно определяются вне зависимости 
от пространственной ориентации 3D-объекта. Данные 
опорные точки определяют начало отсчёта (первую 
глубинную строку), от которого начинается запол-
няться гипертрейс-матрица. Например, построение 
гипертрейс-матрицы при нумерации узлов опорной 
сетки от первой ключевой точки по часовой стрелке в 
направлении второй ключевой точки для заполнения 
элементов матрицы. 
Ключевые точки характеризуют уникальные свой-

ства пространственного объекта, на основании кото-
рых могут быть построены гипертриплетные призна-
ки, инвариантные к повороту 3D-изображения. Так, в 
качестве ключевой точки, например, можно взять 
узел на опорной сетке, который соответствует сетке 
секущих плоскостей, содержащей максимальное по 
площади сечение исходного 3D-объекта. 



Теоретические основы гипертрейс-преобразования…    Федотов Н.Г., Сёмов А.А., Моисеев А.В. 

278 Компьютерная оптика, 2018, том 42, №2 

Стоит отметить, что при повороте объекта секу-
щие плоскости (например, сечения, перпендикуляр-
ные главной оси объекта) будут соответствовать дру-
гим точкам опорной сетки, чем точкам сетки до его 
поворота. Поэтому необходимо задать правило, опре-
деляющее соотношение каждой точки опорной сетки 
смещённого объекта с соответствующей точкой 
опорной сетки исходного объекта. Другими словами, 
необходимо создать правило инвариантной нумера-
ции узлов опорной сетки, которое позволяет получать 
однородную структуру матрицы, при обработке 
функционалами строк и столбов которой получаются 
одинаковые значения признака вне зависимости от 
пространственной ориентации 3D-объекта (из-за дис-
кретного шага сканирования будет присутствовать 
ограниченный сверху уровень колебания в значениях 
вычисляемого признака). 
Порядок следования горизонтальных строк (ось 

0ω) и вертикальных столбцов (ось 0φ) при произ-
вольной пространственной ориентации трёхмерного 
тела имеет некоторые особенности в зависимости от 
метода построения гипертрейс-матрицы 3ТМ. Осо-
бенности формирования данных матриц и их разно-
видностей можно найти в [5]. 

8. Конструирование признаков 3D-изображения 

После заполнения трёхмерной гипертрейс-матрицы 
обрабатываются её глубинные строки с помощью 
функционала Hyper P, который можно задать, напри-
мер, как Huper P =  ∫G (ω, ϕ, r) dr. В результате исходная 
трёхмерная гипертрейс-матрица 3ТM становится дву-
мерной матрицей 2ТM. Далее применяется постолбцо-
вая обработка матрицы 2TM посредством функциона-
ла Hyper Ω, который можно задать, например, как 

( )Hyper max ,G
φ

Ω = ω φ . 

В результате получается горизонтальная строка 1TM – 
вектор значений, непрерывным аналогом которого в 
общем случае является 2π-периодическая кривая. К 
полученному набору чисел применяют функционал 
Hyper Θ, что приводит к появлению некоторого числа 
– признака изображения Res(F). Этот функционал 
можно задать, например, амплитудой второй гармони-
ки при разложении вектора в ряд Фурье. 
Таким образом, гипертриплетный признак 3D-изо-

бражения F обладает структурой в виде композиции 
четырёх функционалов, каждый из которых, кроме 
функционала Hyper T, при последовательном примене-
нии сокращает размерность матрицы 3TM на единицу: 

( )
( )sec

Res Hyper Hyper

Hyper Hyper .
t

F

F

= Θ Ω

Ρ Τ

� �

� �
 

После заполнения двумерной трейс-матрицы c 
помощью диаметрального функционала T обрабаты-
ваются столбцы матрицы TM. Его можно задать, на-
пример, как 

( )
( )

, d

max ,

g

g
ρ

θ ρ ρ
Τ =

θ ρ
∫

. 

В результате исходная двумерная матрица ТM 
становится одномерной матрицей – вектором чисел, 
непрерывным аналогом которого будет 2π-периоди-
ческая кривая. Затем к полученному набору чисел 
применяют функционал Θ, который можно задать как 

( )min .g
θ

Θ = θ  

В результате получается число П(Fsect) – признак 
2D-изображения сечения Fsect. 
Таким образом, триплетный признак 2D-изобра-

жения Fsect обладает структурой в виде композиции 
трёх функционалов, каждый из которых, кроме функ-
ционала T, при последовательном применении со-
кращает размерность матрицы TM на единицу [7]: 

( ) ( ) ( )( )Hyper ,sect sect sectF F F lΠ = Τ = Θ Ρ Τ θ ρ� � ∩ . 

Объединяя полученные формулы для Res(F) и 
П(Fsect), окончательно получаем следующую анали-
тическую структуру признака 3D-изображения в виде 
композиции множества функционалов: 

( )
( )( )( )sect

Res Hyper Hyper Hyper

Hyper , .

F

F l

= Θ Ω Ρ

Τ Θ Ρ Τ θ ρ

� � �

� � � ∩
 

Благодаря композиционной структуре функциона-
лов, входящих в структуру П(Fsect) и Res(F), возмож-
но получение огромного числа признаков. Причем 
возможно конструирование признаков, описывающих 
те или иные геометрические характеристики 3D-
объекта, что облегчает задачу анализа свойств 3D-изо-
бражений и построения информативных признаков [5]. 
Стоит отметить, что расположение системы коор-

динат в плоскости сечения и её ориентация относи-
тельно фигуры сечения совершенно несущественны, 
так как трейс-преобразование полностью инвариантно 
к группе движений и масштабированию 2D-изобра-
жения [6]. 

9. Планирование эксперимента 

В отличие от большинства известных методов, 
рассмотренных ранее в работе, предлагаемый метод 
позволяет в режиме автоматической генерации фор-
мировать большое число признаков, которые будут 
являться как инвариантными, так и сенситивными к 
группе движений и масштабированию 3D-изобра-
жений [5]. Данные гипертриплетные признаки имеют 
аналитическую структуру, которая позволяет строить 
признаки с заданными свойствами, описывающие те 
или иные метрические характеристики пространст-
венного объекта. В силу того, что реальное сканиро-
вание происходит с дискретным шагом, то возникает 
определённая погрешность вычисления данных при-
знаков. Поэтому целесообразной становится задача 
оценки погрешности вычисления признаков при раз-
личных параметрах движения и масштабирования 
3D-изображений. 
Так как функционалы, входящие в состав призна-

ка, имеют композиционную структуру, то по мере 
уменьшения шага число сканирований 3D-изобра-
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жения растёт комбинаторно, и время вычисления 
признака заметно возрастает. Поэтому целесообразно 
исследовать сканирование 3D-изображения на опти-
мальность соотношения «надёжность – быстродейст-
вие» распознающей системы при использовании раз-
личных параметров сканирования (количество узлов 
опорной сетки на сфере, количество узлов опорной 
сетки на окружности и другие). 
Все рассматриваемые в данной статье 3D-изобра-

жения были взяты из известной базы данных прин-
стонского университета The Princeton Shape Bench-
mark [10]. Каждый пространственный объект данной 
базы имеет полигональную структуру поверхности. 
Данная база включает наборы 3D-моделей различных 
классов: от предметов неживой природы (двери, ма-
шины, самолёты и другие) до объектов живой приро-
ды (муравьи, кошки, люди, птицы и другие). Количе-
ство полигонов в моделях объектов варьируется в 
диапазоне от 1000 до 300 000 штук. 
Реализация и экспериментальная проверка пред-

ложенного метода 3D-трейс-преобразования произ-
водилась с использованием инженерного пакета 
MathCAD 15 M030. Визуализация трёхмерных объек-
тов осуществлялась с помощью средств пакета 
MeshLab 1.3. 
Прежде, чем приступить к анализу параметров 

стохастического сканирования и определения их оп-
тимальной структуры, необходимо сделать несколько 
замечаний.  
Во-первых, более общим параметром, влияющим 

на точность вычисления признака, является параметр 
Nφ – количество узлов опорной сетки на сфере. 
Во-вторых, для детерминированного сканирова-

ния используется 4 параметра: ∆3 – расстояние меж-
ду параллельными плоскостями, Nφ – количество раз-
личных углов сканирования плоскостями 3D-изобра-
жения (количество узлов равномерной опорной сетки 
на сфере), ∆2 – расстояние между параллельными 
прямыми в плоскости сечения, Nθ – количество раз-
личных углов сканирования прямыми 2D-изображе-
ния сечения (количество узлов равномерной опорной 
сетки на окружности). 
Для стохастического сканирования показатель ∆3 

показывает усреднённое расстояние между парал-
лельными плоскостями: ∆3 = dist / cross, где dist – 
расстояние между двумя граничными касательными 
плоскостями в сетке плоскостей под данным углом 
обзора, cross – количество пересечений пространст-
венного объекта сканирующей плоскостью. Анало-
гичное замечание будет и для показателя ∆2. Пара-
метры Nφ и Nθ для стохастического сканирования 
характеризуют равномерное случайное распределе-
ние точек опорной сетки на сфере и окружности со-
ответственно. 
В-третьих, полноценный анализ всех параметров 

сканирования затруднён, так как точность вычисле-
ния признака меняется при совместном изменении 
параметров сканирования, причём как в прямом, так 

и обратном направлениях прироста значений данных 
параметров. 
Чтобы при анализе конкретной переменной (на-

пример, ∆r) нивелировать эффект влияния других па-
раметров сканирования изображения, все остальные 
параметры сканирования (Nφ, ∆ρ, Nθ) должны иметь 
значения, при которых точность вычисления призна-
ка является максимально высокой. Тем самым, точ-
ность сканирования 3D-изображения будет являться 
чувствительной к изменению только одного парамет-
ра (∆r) и не зависеть от уровня значений других па-
раметров. 
В связи с этим анализ времени вычисления при-

знака не даст информативной картины, так как вы-
числение признака будет осуществляться достаточно 
долго. В этом случае необходимо руководствоваться 
общим принципом при отборе требуемого уровня 
точности вычисления признака: чем крупнее шаг ска-
нирований и меньше число узлов на сетке, тем мень-
ше времени требуется на его вычисление. 
В-четвёртых, для стохастического сканирования 

эксперимент повторялся сто раз, а затем вычислялись 
усреднённые характеристики применяемых параметров. 

10. Экспериментальная часть: определение 

оптимальных параметров сканирования 

В качестве анализируемого пространственного 
объекта была взята 3D-модель храмового комплекса с 
кодовым номером m405 в указанной выше базе дан-
ных [10]. Вычисляемый признак Res данного объекта 
имеет следующую структуру: 

( )
Res Hyper Hyper Hyper

Hyper ,

= Θ Ω Ρ
Τ Θ Ρ Τ
� � �

� � �
 

где 

f ( , , )
t

tΤ = θ ρ∑ , 
( ),

max
g

ρ

 ∆ θ ρ
Ρ =   ∆ρ 

, 

min g( )
θ

Θ = θ , ( ) ( )sectHyper F ,G rΤ = Π = φ , 

( )( )Hyper Row3D 1 2 Arg max , ,
r

G rΡ = + − ⋅ ω φ , 

( )Hyper max ,G
φ

Ω = ω φ , ( )Hyper max G
ω

Θ = ω , 

где Row3D – количество ненулевых элементов в глу-
бинных строках гипертрейс-матрицы 3TM. 
Для оценки уровня колебания значений вычис-

ляемого признака использовался коэффициент коле-
бания его средней относительной погрешности, кото-
рый рассчитывается по формуле: 

1 1

1

Res Res

Res

n n

j i

j i

n

i

i

n
= =

=

−
ε =
∑ ∑

∑
, 

где Resi – значение признака в i-м эксперименте, n – 
количество экспериментов. 
Зависимость погрешности вычислений признака 

Res от параметра ∆r демонстрирует рис. 4. 
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Рис. 4. Зависимость погрешности вычисления признака 

от параметра ∆r 

Из графика 6 видно, что при ∆r < 0,06 точность 
вычисления признака стабильна. Так как шаг ∆r и 
время работы распознающего алгоритма обратно 
пропорциональны, то оптимальное значение ∆r = 0,06, 
что составляет менее 10 % от параметров размера ис-
ходного 3D-изображения. 
Зависимость погрешности вычислений признака 

от параметра сканирования Nφ показана на рис. 5. 

 

Рис. 5. Зависимость погрешности вычисления признака 

от параметра Nφ 

Как видно из представленного выше графика, дос-
таточно уже 64 узла на опорной сетке на сфере, что-
бы погрешность вычисления признака ε была низкой 
(менее 1 %). 
Зависимость погрешности вычислений признака Res 

от параметра сканирования ∆ρ демонстрирует рис. 6. 

 

Рис. 6. Зависимость погрешности вычисления признака 

от параметра ∆ρ 

Согласно графику на рис. 6, приемлемым значе-
нием с точки зрения соотношения качества инвари-
антности признака и времени работы алгоритма явля-
ется значение ∆ρ = 0,06 (согласно аналогичным рас-
суждениям, приведённым для ∆r). 
Зависимость погрешности вычислений признака Res 

от параметра сканирования Nθ демонстрирует рис. 7. 

 
Рис. 7. Зависимость погрешности вычисления признака 

от параметра Nθ 

Так как шаг Nθ и время работы распознающего 
алгоритма прямо пропорциональны, то согласно 
представленному выше графику оптимальное значе-
ние Nθ достигается при значении 18, то есть Nθ = 18. 
Стоит отметить, что для разных видов признаков 

данные графики будут отличаться друг от друга, но ос-
новные направления роста погрешности вычисления 
признаков сохранятся. Цель данного эксперимента со-
стояла в наглядной демонстрации основных свойств за-
висимости погрешности вычисления признака от раз-
личных параметров сканирования и проверке адекват-
ности разработанного математического аппарата. 
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Abstract  

We consistently describe the theoretical basis of a new geometric method of analysis and rec-
ognition of three-dimensional (3D) images. The description of a scanning technique for forming a 
hypertrace transform and its mathematical model are given. This method, unlike the existing ones, 
enables 3D images to be analyzed directly from their 3D shape, without first simplifying them or 
constructing plane projections. We substantiate the selection of a particular scanning tool and the 
need to construct a reference spherical grid to address the problem of the rotational invariance of 
the 3D image recognition. A mathematical apparatus of the stochastic realization of the scanning 
technique based on stochastic geometry and functional analysis is developed. We introduce a new 
mathematical tool for 3D image analysis – a hypertrex matrix that allows spatial objects of com-
plex shape and structure to be recognized by constructing a single mathematical model of the 3D 
image. We describe a new type of 3D image features that have an analytic structure – hypertryplet 
features, whose analytical structure makes possible an automatic generation of a large number of 
features with predetermined properties. Results of the experimental verification are presented, 
demonstrating the accurate calculation of features for 3D image recognition and proving the ade-
quacy of the developed mathematical apparatus. 

Keywords: recognition of 3D images, geometric hypertrace-transform, grid of parallel planes, 
stochastic scanning, analytical structure of the feature, hypertrace matrix, and invariant recognition. 
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