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Введение 
Законы сохранения и динамические инварианты 

играют большую роль для описания движения любой 
динамической системы. Основные принципы получе-
ния динамических инвариантов для произвольной 
динамической системы с известным лагранжианом 
рассмотрены в работе [1]. В представленной работе 
рассмотрено получение динамических инвариантов 
для электромагнитного поля. Существует два подхода 
к получению динамических инвариантов для элек-
тромагнитного поля. Первый подход основан на ис-
пользовании уравнений движения электромагнитного 
поля или системы уравнений Максвелла. Этот подход 
изложен в любом учебнике по классической электро-
динамике, например [2 – 4]. В рамках данного подхо-
да можно легко получить закон сохранения энергии 
для электромагнитного поля. Однако, кроме энергии, 
для электромагнитного поля существует ряд других 
инвариантов: импульс, момент импульса [5]. В работе 
[6] описана алгебра операторов симметрии уравнения 
Шредингера, а в работах [7, 8], пользуясь связью 
уравнения Шредингера с уравнением параксиального 
распространения светового поля, рассмотрена опти-
ческая интерпретация операторов-инвариантов. 

Нетрудно показать, что та или иная величина для 
электромагнитного поля является сохраняющейся, 
если известно аналитическое выражение [9], но на-
хождение выражения для этой величины – непростая 
задача. Метод получения динамических инвариантов 
даёт известная теоретикам теорема Нётер [1]. Следует 
отметить, что применение теоремы Нётер для вычис-
ления динамических инвариантов электромагнитного 
поля приводит к выражениям для вектора энергии 
импульса, которые отличается от выражения компо-
нент вектора Умова – Пойтинга, полученного из урав-
нений Максвелла в работах [2 – 4], посвящённых 
классической электродинамике. Аналогичная про-
блема возникает при вычислении компонент момента 
импульса электромагнитного поля. При вычислении 
компонент момента импульса возникает также про-

блема соответствия выражений динамических инва-
риантов выражениям, полученным в классической 
механике для системы материальных точек.  

В данной работе приведено получение динамиче-
ских инвариантов из теоремы Нётер для электромаг-
нитного поля, которые стыкуются с выражениями, 
полученными в рамках классической электродинами-
ки, и имеют структуру, аналогичную соответствую-
щим выражениям, полученным в рамках классиче-
ской механики.  

Уравнения движения частиц в электромагнитном 
поле и выражения для динамических инвариантов со-
держат не только напряжённости электрического и 
магнитного поля, но и компоненты магнитного по-
тенциала [10]. В данной работе приведена связь вы-
ражения для компонент магнитного потенциала с вы-
ражениями для комплексных амплитуд электрическо-
го и магнитного полей. 

1. Вывод уравнения Лагранжа – Эйлера  
для электромагнитного поля 

В приложении A рассмотрен вывод уравнения Ла-
гранжа – Эйлера – простейший случай для движения 
материальной точки вдоль прямой. 

В случае, когда несколько частиц движутся в 
трёхмерном пространстве, получается система урав-
нений по каждой переменной: 

d 0, 1,
di i

L L i N
tx x
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По аналогии можно рассмотреть уравнения дви-
жения физических полей.  

1.1. Уравнение Лагранжа – Эйлера в многомерном 
случае для физических полей 

Пусть функция Лагранжа имеет вид:  
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Запишем действие в виде: 
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Условие экстремальности действия приводит к 
системе уравнений: 
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1.2. Вывод уравнения Лагранжа – Эйлера 
для электромагнитного поля 

В случае электромагнитного поля Лагранжиан 
имеет вид: 
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Для дальнейших вычислений запишем этот 
Лагранжиан в виде, который содержит только один 
тип компонент: 
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где метрический тензор 
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определён для 4-мерного расстояния в пространстве 
Минковского: 
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С учётом соотношений (6) – (8) получаем  
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После преобразований получаем: 
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Уравнение Лагранжа–Эйлера имеет вид 
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или в более конкретном виде: 
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Рассмотрим в (13) отдельно m = 0 и, используя 
(11), получим волновое уравнение для 0-й компо-
ненты: 
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Для m = 1, 2, 3 в (13) с использованием (11) полу-
чим волновое уравнение для остальных компонент: 
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1.3. Связь решений уравнений для потенциала 
с решениями уравнений Максвелла 

В дальнейшем некоторые динамические инвари-
анты будут записываться с использованием вектора 
потенциала. Для квантования электромагнитного по-
ля также будем использовать векторный потенциал.  

Уравнение для векторного потенциала имеет вид  
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Для векторного потенциала выполняется калибро-
вочное условие  
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Электрическое и магнитное поле связано с век-
торным потенциалом следующими уравнениями  
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Перейдем от самих потенциалов к комплексным 
амплитудам:  
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Функции A
–
(x, y, z, ω) и A+(x, y, z, ω) удовлетворяют 

уравнению Гельмгольца  
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Электрическое и магнитное поле выражаются сле-
дующим образом  
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Введём в рассмотрение  
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Покажем, если E 

–
(x, y, z, ω) и B 
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то A
–
(x, y, z, ω) удовлетворяет уравнению Гельмгольца.  

Действительно, из первого уравнения (23) сле-
дует:  
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Накладывая условие  
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из второго уравнения получаем тождество  
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Следует также отметить, что 
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Для того, чтобы векторный потенциал был дейст-
вительной функцией, должно выполняться условие: 
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Следует отметить, что система уравнений совпа-
дает с уравнениями Максвелла для комплексных ам-
плитуд:  
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Таким образом, для того чтобы получить выраже-
ние для комплексной амплитуды векторного потен-
циала, необходимо решить систему уравнений Мак-
свелла для комплексных амплитуд и затем восполь-
зоваться соотношением  
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Калибровочное условие  
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Используя (19), (31) и (33), запишем  
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2. Получение динамических инвариантов  
для электромагнитного поля 

2.1. Теорема Нётер 
Пусть функция действия инварианта относительно 

преобразования координат и полей следующего вида: 
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где обозначение для индекса (n) означает «многоин-
дексность». 
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удовлетворяет уравнению непрерывности: 
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Из уравнения непрерывности (42) следует, что ве-
личина, пространственная плотность которой задаёт-
ся выражением:  

( )

( )
( )

0

3 3
0

( ) ;
0 0;0

( ) ( )

( ) ,

nn

m
i n i m nn

i mi

I

L
u X L X

u= =

= θ =

∂ ⎛ ⎞= − Ψ − −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
∑ ∑

x x

x
x

 (43) 

сохраняется во времени. 
Это можно доказать следующим образом. Если 

проинтегрировать (42) по пространству, то получим: 
0 3

0
1

0 3

0
1

3
0

0
1

( ) ( )
d

( ) ( )
d d

( )
( )d d 0.

k
n n

k
kV

k
n n

k
kV V

k
n

n k
kV V

V
x x

V V
x x

V V
x x

=

=

=

⎡ ⎤∂θ ∂θ
+ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∂θ ∂θ
= + =

∂ ∂

⎛ ⎞ ∂θ∂
= θ + =⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

∑∫

∑∫ ∫

∑∫ ∫

x x

x x

x
x

 (44) 

Применяя ко второму слагаемому теорему Остро-
градского – Гаусса, получим: 

3

1

( )
d ( )d

k
n

nk
kV Sx=

∂θ
=

∂∑∫ ∫
x

x θ x s , (45) 

где  

( )1 2 3( ) ( ), ( ), ( )n n n n= θ θ θθ x x x x . 

При увеличении размера области интегрирования 
до бесконечности и учитывая, что на границе поверх-
ности интегрирования θn(x)→0, получаем: 

3

1

( )
d ( )d 0

k
n

nk
kV Sx=

∂θ
= =

∂∑∫ ∫
x

x θ x s . (46) 

Тогда из (44) следует, что 

0
0 ( ) d 0n

V

V
x
⎛ ⎞∂
θ =⎜ ⎟

∂ ⎝ ⎠
∫ x . (47) 

Таким образом, 
0 ( )d constn

V

Vθ =∫ x  (48) 

не зависит от времени. 
2.2. Вычисление компонент тензора  

энергии-импульса электромагнитного поля 
В случае параллельного переноса преобразование 

координаты (38) имеет следующий вид: 

( )
k k

nnX = δ , (49) 
k
nδ  – дельта-символ Кронекера. Тогда  

1

s
k k n k

n
n

x
=

δ = δ δω = δω∑ , (50) 

и вместо (37) получим: 
k k ky x= + δω . (51) 

Из теоремы Нётер вместо (41) получим: 
( )

( )

( )

3 3

;
0 0;

3

;
0 ;

3

;
0 ;

( ) ( ) ( )

( )

( ) .

k l k k
n i l n n n

i li k

k
i n n

i i k

k
i n n

i i k

L
A L

A

L
A L

A

L
A L

A

= =

=

=

∂ ⎡ ⎤θ = δ − δ = θ =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
∂

⎡ ⎤= − δ =⎣ ⎦∂

∂
= − δ

∂

∑ ∑

∑

∑

x
x x x

x
x

x
x

 (52) 

Для получения инвариантов рассмотрим Лагран-
жиан вида: 

( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( )
( ) }

2 2

0;1 1;0 0;2 2;0

2 2 2

0;3 3;0 2;3 3;2 1;3 3;1

2

2;1 1;2

1
2

.

L A A A A

A A A A A A

A A

= − + − +

+ − + − + − +

+ −

x

 (53) 

Лагранжиан (53) можно записать в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) }

2 2 2
10 20 30

2 2 2
31 21 32

1
2

,

L F F F

F F F

= + + +

+ + +

x
 (54) 

где тензор электромагнитного поля имеет вид: 
; ;ij j i i jF A A= − . (55) 

Для лагранжиана (53) получим тензор энергии-
импульса, используя выражение (52): 

( ) ( ) ( )
3

0 ;

ik k
n nn

i i k

AL
T L

A x=

∂∂
= − δ

∂ ∂∑
x

x x . (56) 

Нас будут интересовать только компоненты с ну-
левым верхним индексом, так как они являются инва-
риантами: 

( ) ( ) ( )
3

0 0

0 ;0

i
n nn

i i

AL
T L

A x=

∂∂
= − δ

∂ ∂∑
x

x x . (57) 

Учитывая, что  
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( ) ( );0 0; 0
;0

i i i
i

L
A A F

A
∂

= − =
∂

x
, (58) 

в результате получаем выражение для пространст-
венной плотности вектора энергии-импульса: 

( )
3

0
0 ;

1
n i i l

i

T F A
=

= ∑x . (59) 

Нулевая компонента вектора (59) является плот-
ностью энергии: 

( )0
0 01 1;0 02 2;0 03 3;0T F A F A F A= + +x , (60) 

а остальные компоненты – компоненты плотности 
импульса: 

( ) ( )0

01 1; 02 2; 03 3; 1, 2, 3, .
l l

l l l

T P
F A F A F A l

= =

= + =+

x x
 (61) 

Для демонстрации связи плотности вектора им-
пульса (61) с вектором Умова – Пойнтинга добавим к 
выражению (61) дивергенцию от некоторого тензора. 
Прибавление дивергенции некоторого тензора изменяет 
вид плотности импульса, но не изменяет величины им-
пульса, так как интеграл от этой добавки по всему про-
странству равен нулю (плотность импульса сама по себе 
не имеет смысла, а имеет смысл только сам импульс). 

Таким образом,  

( )3 3
00 0

0
1 1

3 3 3
0

0 0
1 1 1

3 3
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0
1 1

ˆ

.

l ii
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F A F
x x x
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F A
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∂∂
= − = − =

∂ ∂
∂ ∂∂

= − − =
∂ ∂ ∂
∂ ∂⎛ ⎞ ∂

= − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

 (62) 

Рассмотрим последний член: 

3 3
;0 0;0

1 1
2 2 2

1 0 2
1 0 1 2 2 0

2 2 2
0 3 0

2 2 3 0 3 2

2 2 2
1 2 3

01 0 2 0 3 0

1 2 3
00 1 2 3

( )

( )
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i ii
i i

i i

A AF
x x
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x x x x x
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x x x x
A A A

A
x x x x x x

A A A
A

x x x x

= =

∂ −∂
= =

∂ ∂

∂ ∂ ∂
= − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
− + − =
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + + − Δ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂⎛ ⎞∂
= + + − Δ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑

 (63) 

Используя волновое уравнение:  
2

0
0 0 2( )

A
A

x
∂

Δ =
∂

, (64) 

выражение (63) можно переписать в виде: 
23

1 2 3 00
0 1 2 3 0 2

1 ( )
i

i
i

A A A AF
x x x x x x=

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂
= + + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ . (65) 

Далее, учитывая калибровку: 
0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3
0 1 2 3

0,

0,

A A A A
x x x x
A A A A
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− − − =

∂ ∂ ∂ ∂

 (66) 

вместо (65) получим: 
23

0 00
0 0 0 2

1

0
( )

i
i

i

A AF
x x x x=

∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂
= − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ . (67) 

Таким образом,  
3

0 0
0

1

ˆ i l
l l i l i

i

A A
T T D F

x x=

∂ ∂⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ . (68) 

Это же можно было доказать через дивергенцию электрического поля, которая равна нулю из уравнения 
Максвелла. 

Более детально выражение (68) записывается в виде: 

1 1 2 1 3 1 2 1 3 10
1 01 02 03 02 031 1 1 2 1 3 1 2 1 3

1 2 2 2 3 2 10
2 01 02 03 012 1 2 2 2 3

ˆ ,

ˆ

A A A A A A A A A A
T F F F F F

x x x x x x x x x x
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x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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2 3 2
032 1 2 3

1 3 2 3 3 3 1 3 2 30
3 01 02 03 01 023 1 3 2 3 3 3 1 3 2

,

ˆ .

A A A
F

x x x x

A A A A A A A A A A
T F F F F F

x x x x x x x x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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 (69) 

С учётом связи компонент тензора с компонентами вектора потенциала и компонентами электромагнитного поля: 

00

01 1;0 0;1

02 2;0 0;2

03 3;0 0;3

21 1;2 2;1

13 3;1 1;3

32 2;3 3;2
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=
= = −

= = −

= = −

= = −

= = −

= = −

 (70) 

получаем следующее выражение для тензора:  

0
1

0
2

0
3

ˆ ,
ˆ ,
ˆ .

y z z y

x z z x

x y y x

T E H E H

T E H E H

T E H E H

= − +

= −

= − +

 (71) 

Компоненты тензора (71) соответствуют компо-
нентам вектора Умова–Пойнтинга [2 – 4]: 

y z z y

z x x z

x y y x

E H E H
E H E H
E H E H

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

S . (72) 
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2.3. Тензор момента импульса  
электромагнитного поля 

Далее, используя теорему Нётер, получим выра-
жение для пространственной плотности момента 
импульса: 

3 3

, ;
0 0;

( )

( ) ,

k
nm

p k
i nm i p nm nm

i pi k

M

L A X L X
A= =

=

⎡ ⎤∂
= − Ψ − −⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
∑ ∑

x

x
 (73) 

где

 
3

, ,
0

,

,

,

.

p p p
nm m n n m

j
i nm i nm j in m im n

j

j j j
i nm in m im n

X x x

K A g A g A

K g g
=

= δ − δ

Ψ = = −

= δ − δ

∑  (74) 

Подставляя (74) в (73), получим выражение для 
пространственной плотности тензора момента им-
пульса (или количества движения) в явном виде: 
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Выражение пространственной плотности тензора 
момента импульса можно переписать в виде: 

3 3

,
0 0 ;

( )

,

k j
nm i nm j

i j i k

k k
m n n m

LM K A
A

x T x T

= =

⎛ ⎞∂
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+ −

∑ ∑x
 (75) 

где компоненты тензора энергии-импульса и спи-
нового момента соответственно: 

3

;
0 ;

( )k k
n i n n

i i k

LT A L
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⎡ ⎤⎛ ⎞∂
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∑ x , (76) 
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Рассмотрим (75) при k = 0: 
3 3

0 0 0
,

0 0 ;0

( ) j
nm i nm j m n n m

i j i

LM K A x T x T
A= =

⎛ ⎞∂
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∑ ∑x . (78) 

Приведём выражение пространственной плотно-
сти тензора момента импульса к виду, который ис-
пользуется в классической механике. Для этого вы-
полним следующие преобразования: 
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где
 

( )

( )

3 3 3
0 0

0
1 1 1

3

0 ;0 0; 0
1 ;0

, .

l i li
l l ii i i

i i i

l
i i i ii

i i

A F AF
D A F

x x x
A LF A A F

Ax

= = =

=

∂ ∂∂
= = + =

∂ ∂ ∂
∂ ∂

= = − =
∂∂

∑ ∑ ∑

∑
 

Представим в виде: 
0
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где 0 0ˆ ( )n n nT T D= − . Покажем, что выражение в фи-
гурных скобках равно нулю.  
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Подставим в (80) ,
j

i nmK  из (74), получим: 
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 (81) 

Из выражения:  
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p
n npx g x=  (82) 

следует, что 

n
ni in i

x
g g

x
∂

= =
∂

. (83) 

Подставим (83) в (81), получим: 
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(84) 

К этому выражению можно прибавить равный ну-
лю член: 
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который равен нулю, так как это дивергенция элек-
трического поля 

3
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 (86) 

это дивергенция некоторой величины, которая при 
интегрировании по объёму даст нуль. 

Перепишем: 
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 (87) 

где 0 0 0ˆ ˆ ˆ( )nm m n n mM x T x T= −x . 
Первую часть выражения (87) можно не учиты-

вать, так как при интегрировании по объёму оно даст 
нуль.  

В результате выражение для пространственной 
плотности момента импульса принимает следующий 
вид: 

0 0 0 0ˆ ˆ ˆ( ) ( )nm m n n m nmM x T x T M= − =x x . (88) 

В предыдущем подпараграфе компоненты тензора 
0

n̂T  были вычислены и найдена их связь с вектором 
Умова–Пойнтинга. 

Проекции пространственной плотности вектора мо-
мента импульса связаны с пространственной плотно-
стью тензора момента импульса следующим образом: 

0 0 0
23 3 2 2 3
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 (89) 

Подставляя выражения для тензоров (71), учиты-
вая x1

 = –x1 = –x, x2
 = –x2 = –y, x3

 = –x3 = –z, а также 

y z z y

z x x z

x y y x
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E H E H
E H E H
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S E H∼ , (90) 

запишем в явном виде: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0
12

0
23

0
13

ˆM ( )

,
ˆM ( )

,

ˆM ( )

.

z y z z y

x z z x x y

x x z z x

x y y x y z

y y z z y

x y y x x z

M y E H E H

x E H E H yS xS

M z E H E H

y E H E H zS yS

M z E H E H

x E H E H zS xS

= − − + +

+ − = − +

= − − +

+ − + = − +

= − − + +

+ − + = − +

x

x

x

∼

∼

∼

 (91) 

Окончательно получаем выражение для простран-
ственной плотности момента импульса в классиче-
ском виде [2 – 4]: 

× ×M r E H∼ . (92) 

3. Представление электромагнитного поля 
по модам волновода  

с абсолютно проводящими стенками  
Уравнения Максвелла для комплексных амплитуд 

электромагнитных полей в цилиндрической системе 
координат:  
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 (94) 
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Запишем решение в виде  
( ) ( ) ( )expE r z E r i z,ϕ, = ,ϕ γ , (95) 

( ) ( ) ( )expH r z H r i z,ϕ, = ,ϕ γ . (96) 
Преобразуем системы (93) и (94): 
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 (98) 

Разрешая системы (97) и (98) относительно попе-
речных компонент, получаем их выражения через 
продольные компоненты (см. Приложение Б):  
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(99) 

Продольные компоненты, в свою очередь, удовле-
творяют системе уравнений  
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 (100) 

Представляя решения уравнений (100) в виде ли-
нейных комбинаций цилиндрических функций и экс-
понент, получим следующие выражения [11]: 
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где  
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Параметры α mp и β mq находятся из условия: 
( )

0, ( ) 0.m mp
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J R
J R

r
∂ α

= β =
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 (108) 

Выражение (108) получено из условия равенства 
нулю тангенциальных компонент электрического по-
ля на поверхности абсолютного проводника. 

Таким образом, любое векторное поле  
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в волноводе с абсолютно проводящими стенками может 
быть представлено разложением по модам волновода: 
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 (109) 

С учётом ортогональности функций (109) коэф-
фициенты разложения поля можно вычислить сле-
дующим образом: 
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Используя коэффициенты (110), распространение 
поля в волноводе можно легко получить на основе 
выражений (101) – (106).  

На рис. 1, 2 показаны радиальные сечения некото-
рых мод волновода с абсолютно проводящими стен-
ками, рассчитанных по формулам (109) при следую-
щих параметрах: длина волны лазерного излучения 
λ0

 = 0,532 мкм, радиус волновода R = 5λ0, ε = 1, μ = 1. 
При m = 0 в волноводе формируются поперечные 

моды, а при m ≠ 0 – гибридные [12, 13]. 
Очевидно, моды волновода будут распространять-

ся в волноводе без изменений только с соответст-
вующим набегом фазы. Суперпозиция хотя бы из 
двух мод будет менять своё поперечное распределе-
ние при распространении, демонстрируя периодиче-
ское самовоспроизведение [13, 14]. 

На рис. 3 показано распространение суперпозиции 
двух TE-мод с номерами (m, p) = (0, 2) + (1, 2). Как 
видно из представленных результатов расчёта, попе-
речная картина интенсивности вращается при рас-
пространении (рис. 3а – в).  

а)     б)  
Рис. 1. Радиальные сечения некоторых мод волновода с абсолютно проводящими стенками при m = 0:  

угловые компоненты TE-мод (a) и радиальные компоненты TM-мод (б)  
(p, q = 0 – пунктирная линия,  p, q = 1 – сплошная линия, p, q = 2 – точечная линия) 

а)     б)  

в)     г)  
Рис. 2. Радиальные сечения некоторых мод волновода с абсолютно проводящими стенками при m = 1: радиальные 
компоненты TE-мод (a), угловые компоненты TE-мод (б), радиальные компоненты TM-мод (в), угловые компоненты  

TM-мод (г) (p, q = 0 – пунктирная линия, p, q = 1 – сплошная линия, p, q = 2 – точечная линия) 
Периодический характер интерференционного 

взаимодействия двух мод волновода хорошо виден на 
рис. 3г, д. 

Если же подать на вход волновода произвольное 
поле, то распространяться будет только та часть поля, 
которая соответствует его аппроксимации на основе 
разложения (101) – (102), остальная часть отразится. На 
рис. 4а показано векторное входное поле, заданное в 
виде радиально-поляризованного Гауссова пучка: 

( ) ( )0

2

2

1
, ,

0

1
exp ,

0 2

r E r

r r
R

⎛ ⎞
ϕ = ϕ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ σ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E
 (111) 

где σ – радиус перетяжки пучка (σ = R/2). 
В результате разложения (110) входного поля по 

модам волновода была получена аппроксимация, 

представленная на рис. 4б. Погрешность аппроксима-
ции связана с конечным числом мод волновода. Как 
видно из результатов моделирования распростране-
ния такого поля в волноводе (рис. 5), оно также пе-
риодически самовоспроизводится.  

4. Расчёт импульса и момента импульса 
для электромагнитного поля внутри волновода 

с абсолютно проводящими стенками 
Расчёту плотности энергии и вектора Умова –

Пойнтинга посвящено множество работ [15], среди ко-
торых к рассматриваемой теме наиболее близки пуб-
ликации, связанные с векторными модами Бесселя 
[16 – 19]. Особенно интересным типом электромагнит-
ного поля являются лазерные вихревые пучки, которые 
обладают ненулевым значением полного момента им-
пульса. Наличие ненулевого момента импульса в элек-
тромагнитном поле приводит к вращению захваченных 
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частиц [20 – 27]. Как правило, выражения момента им-
пульса приводятся для случая скалярной теории ди-
фракции [28 – 38]. Рассмотрим выражения для момента 

импульса в рамках векторной теории дифракции для 
электромагнитного поля внутри волновода с абсолют-
но проводящими стенками. 

a)     б)    в)   

г)     д)   
Рис. 3. Распространение суперпозиции двух TE-мод с номерами (0,2)+(1,2): поперечное распределение интенсивности на входе 

(а) и на расстоянии z = 20 мкм (б) и z = 40 мкм (в), а также продольное распределение интенсивности (г) и его сечение (д) 

а)    б)    в)  
Рис. 4. Интенсивность векторного входного поля (а) и интенсивность его аппроксимации по модам волновода (б),  

а также их сечения (пунктир – для входного поля, сплошная – для аппроксимации) (в) 

a)    б)    в)  

г)     д)  
Рис. 5. Распространение аппроксимации входного поля (111): поперечное распределение интенсивности на входе (а)  
и на расстоянии z = 20 мкм (б) и z = 40 мкм (в), а также продольное распределение интенсивности (г) и его сечение (д) 

Запишем выражение для момента импульса (91) в 
явном виде: 
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 (112) 

Рассмотрим среднее значение момента импульса 
поля, заключённого в волноводе длиной L: 
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Выразим MV через комплексные амплитуды: 
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 (114) 
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С учётом (114) можно записать: 
( )

(
)

(
)

*

* * *

*

* * *

1 exp ( 2 )
4

exp ( 2 )

1 exp ( 2 )
4

exp ( 2 ) .

z r z r

z r z r

z r z r

z r z r

z r z r

E H H E

E H i t E H

E H E H i t

H E i t H E

H E H E i t

− =

⎡= − ω + +⎣

⎤+ + ω −⎦

⎡− − ω + +⎣

⎤+ + ω ⎦

 (115) 

При усреднении (115) слагаемые с экспонентой 
исчезают: 
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Тогда момент импульса при гармонической зави-
симости поля от времени: 

( )
2

* * 2

0 0 0

1 Re d d d
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π
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Обозначим компоненты базисных векторов сле-
дующим образом:  
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 (118) 

где j = r, ϕ, z. 
Таким образом, среднее значение момента им-

пульса для электромагнитного поля внутри волновода 
с абсолютно проводящими стенками можно записать 
(см. Приложение В) в явном виде через коэффициен-
ты разложения поля по модам волновода:  
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Из выражения (119) видно, что среднее значение 
момента импульса для электромагнитного поля про-
порционально сумме, взвешенной на присутствую-
щие порядки вихревой сингулярности.  

Выражение, аналогичное (119), было использова-
но в [31, 32] для измерения орбитального углового 
момента светового поля с помощью многопорядково-
го дифракционного оптического элемента [34]. 

По аналогии, при гармонической зависимости по-
ля от времени продольная проекция вектора Умова –
Пойнтинга (пропорциональна импульсу электромаг-
нитного поля): 

* *
z r rS E H E Hϕ ϕ−∼ . (120) 

Рассмотрим среднее значение импульса поля, за-
ключённого в волноводе длиной L: 
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Среднее значение импульса поля можно записать 
в явном виде (см. Приложение Г): 
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 (122) 

Можно видеть, что выражение (122) при μ = 1, 
ε = 1 представляет собой суммы интегралов от квад-
ратов векторов, взвешенные на квадраты модулей ко-
эффициентов разложения: 
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 (123) 

Полученные выражения полезны для квантования 
электромагнитного поля в волноводе. 

Заключение 
В работе получены явные выражения импульса и 

момента импульса из теоремы Нётер (ab initio), со-
держащие квадраты модулей коэффициентов разло-
жения по модам волновода, взвешенные на присутст-
вующие порядки вихревой сингулярности. 

Полученные выражения полезны для квантования 
электромагнитного поля в волноводе. 
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Приложение A 
Лагранжев подход к получению уравнений  

Рассмотрим вывод уравнения Лагранжа–Эйлера 
для простейшего случая, рассмотрев одномерное 
движение материальной точки вдоль оси X. 

Пусть есть система, которая описывается функци-
ей Лагранжа: 

( ( ), ( ), )L x t x t t� . (A1) 

Запишем функцию действия (функционал): 
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Принцип наименьшего действия гласит, что точка 
будет двигаться по такой траектории, чтобы S было 
экстремумом (как правило, минимум). 

Рассмотрим вариацию функционала (A2): 
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Рассмотрим подынтегральное выражение в (А3). 
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С учётом соотношений: 
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можно показать, что 
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Подставим правую часть (А7) в интеграл (А3): 
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С учётом того, что мы рассматриваем вариации с 
закреплёнными концами, δx(t1) = δx(t2) = 0. 

Тогда вариация функционала с условием экстре-
мальности примет следующий вид: 
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Так как δx(t) – произвольная, неравная нулю функ-
ция, то для обеспечения выполнения (А9) нужно, что-
бы выполнялось следующее уравнение, которое назы-
вается уравнением Лагранжа–Эйлера:  

d 0
d

L L
x t x
∂ ∂⎡ ⎤− =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦�

. (А10) 

Приложение Б  
Решение уравнения Максвелла в виде разложения 

поля по модам цилиндрического волновода 
Рассмотрим TM-моды, для этого полагаем в (97) и 

(98) Hz
 = 0: 
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Перепишем (Б1) в матричном виде: 
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Решаем систему (Б2) относительно поперечных 
компонент: 
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Таким образом,  
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Вектора электрического и магнитного поля, выра-
женные через производные продольной компоненты 
электрического поля, записываются следующим образом: 
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Рассмотрим также TE-моды, для этого полагаем в 
(97) и (98) Ez

 = 0: 
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Перепишем (Б6) в матричном виде: 
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Решаем систему (Б7) относительно поперечных 
компонент: 
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Таким образом,  
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В этом случае вектора электрического и магнит-
ного поля, выраженные через производные продоль-
ной компоненты магнитного поля, записываются сле-
дующим образом: 
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Приложение В 
Вычисление среднего значения момента импульса при гармонической зависимости поля от времени  
Чтобы вычислить выражение (116), выпишем сначала первое произведение: 
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Т.к. при интегрировании в (117) по углу будет 
2πδm1,m2

, то останутся суммы только при m1
 = m2

 = m. 
Также при интегрировании по z (при достаточно 
большом L) останутся суммы только с одинаковыми 
параметрами α mp и β mq (появится коэффициент, про-
порциональный L, имеющий размерность единиц 
длины).  

С учётом приведённых выше соображений пере-
пишем выражение (В1): 
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Аналогично,  
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Для вычисления интегралов в (117) по радиусу 
понадобятся следующие выражения: 
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Приложение Г 
Вычисление среднего значения импульса 

при гармонической зависимости поля от времени 
С учётом ранее сделанных рассуждений (см. При-

ложение В) можно записать: 
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Для вычисления интегралов по радиусу понадобятся: 
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Таким образом,  
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Abstract 
In this paper, explicit expressions for the momentum and angular momentum from the No-

ether's theorem (ab initio) are obtained. These expressions contain squared modules of the coeffi-
cients of a guided mode expansion, weighted by the phase singularity orders present. The expres-
sions obtained are useful for quantizing the electromagnetic field in a waveguide. 
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