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Аннотация 
Рассмотрена задача расчёта осесимметричного преломляющего оптического элемента, 

преобразующего заданный падающий пучок в выходной пучок с заданным распределени-
ем освещённости и заданным волновым фронтом. Волновой фронт выходного пучка оп-
ределяется через функцию эйконала, заданную в некоторой плоскости за оптическим эле-
ментом. Расчёт поверхностей оптического элемента сведён к решению двух обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, разрешённых относительно производной. В качестве 
примеров рассчитаны оптические элементы, преобразующие сферический пучок от то-
чечного ламбертовского источника в пучок с постоянной освещённостью и плоским вол-
новым фронтом, а также в пучок с постоянной освещённостью и функцией эйконала, 
обеспечивающей фокусировку в отрезок оптической оси. 
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Введение 
В настоящей статье рассматривается задача расчё-

та осесимметричного преломляющего оптического 
элемента, преобразующего заданный падающий пу-
чок в выходной пучок с заданным распределением 
освещённости и заданным волновым фронтом. Вол-
новой фронт выходного пучка определяется через 
функцию эйконала, заданную в некоторой плоскости 
за оптическим элементом. В общем случае оптиче-
ский элемент, осуществляющий такое преобразова-
ние, имеет две рабочие поверхности. Указанная зада-
ча, как правило, решается в приближении геометри-
ческой оптики и имеет ряд важных практических 
приложений, включающих расчёт формирователей 
лазерных пучков (англ. – laser beam shapers), систем 
освещения, интерферометрических систем контроля 
оптических поверхностей [1 – 11]. 

В случае осевой (радиальной) симметрии задачи 
расчёт оптического элемента сводится к решению 
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений [1 – 7]. В то же время в известных статьях 
рассмотрены только частные случаи сформулиро-
ванной выше задачи, когда волновые фронты па-
дающего и выходного пучков являются плоскими. 
В недавней работе [7] рассмотрен случай падающе-
го пучка со сферическим волновым фронтом, одна-
ко волновой фронт выходного пучка по-прежнему 
предполагается плоским.  

В настоящей статье впервые приведено решение 
задачи для общего случая, когда падающий пучок 
имеет произвольный заданный волновой фронт, а 
выходной пучок, помимо заданного распределения 
освещённости, имеет заданное распределение эй-
конала в некоторой плоскости. Задание функции 

эйконала (оптической длины пути от исходного 
волнового фронта до некоторой плоскости) эквива-
лентно заданию направлений лучей в данной плос-
кости, и, соответственно, формы волнового фронта. 
Расчёт оптического элемента сведён к решению 
двух обыкновенных дифференциальных уравнений, 
разрешённых относительно производной. В качест-
ве примеров рассчитаны осесимметричные оптиче-
ские элементы, преобразующие сферический пучок 
от ламбертовского источника в пучок с постоянной 
освещённостью и плоским волновым фронтом, а 
также в пучок с постоянной освещённостью и 
функцией эйконала, обеспечивающей фокусировку 
в отрезок оптической оси. 

1. Постановка задачи 
Определим волновой фронт падающего пучка ра-

диус-вектором ω = ω (α), α ∈ [0, α0], где α – угол, от-
считываемый от оси z (рис. 1). Обозначим E0 (α), 
α ∈ [0, α0] распределение освещённости на волновом 
фронте. Падающий пучок преобразуется осесиммет-
ричным рефракционным оптическим элементом из 
материала с показателем преломления n > 1, располо-
женным в среде с показателем преломления n0

 = 1. 
Элемент ограничен двумя осесимметричными по-
верхностями g 

1 и g 
2. Задача состоит в расчёте по-

верхностей оптического элемента из условия форми-
рования в плоскости z = f пучка с заданным распреде-
лением освещённости E(r), r ∈ [0, r0] и заданной 
функцией эйконала Ψ(r), r ∈ [0, r 

0]. 
Функция эйконала Ψ(r) соответствует оптической 

длине пути лучей при их распространении от исход-
ного волнового фронта до плоскости z = f. Производ-
ная функции эйконала определяет направление лучей 
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в данной плоскости. В силу осевой симметрии задачи 
достаточно рассматривать только лучи, лежащие в 
плоскости xz. При этом направления лучей при z = f 
определяются следующим единичным вектором:  

( ) [ ]2( ) ( ), ( ) ( ), 1 ( )x z r rr p r p r r r⎛ ⎞′ ′= = Ψ − Ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

p . (1) 

Задание функции эйконала Ψ(r) эквивалентно за-
данию волнового фронта выходного пучка. Действи-
тельно, поскольку на волновом фронте значение эй-
конала является постоянным, то уравнение профиля 
волнового фронта можно записать в следующем па-
раметрическом виде: 

wf

wf

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ,

x

z

x r r p r l r
z r f p r l r

= +
= +

 (2) 

где l (r) = Ψwf
 – Ψ(r) – расстояние по лучу от плоскости 

z = f до волнового фронта с некоторым постоянным 
эйконалом Ψw f. 

 
Рис. 1. Геометрия задачи расчёта оптического элемента 

2. Метод расчёта 
Рассмотрим расчёт поверхностей оптического 

элемента. Лучи падающего пучка перпендикулярны 
волновому фронту ω = ω (α). Угол между осью Oz и 
лучом (нормалью к волновому фронту) несложно по-
лучить в виде: 

( )( ) arctan
( )

w
w

′ α
γ α = α −

α
. (3) 

Направления падающих лучей зададим следую-
щим единичным вектором p0 (α) = (sin γ, cos γ). Опре-
делим профиль нижней поверхности оптического 
элемента через волновой фронт падающего пучка в 
следующем параметрическом виде: 

( )
( )

1 1

1 1

( ) ( )sin sin ( ) ( ),

( ) ( ) cos cos ( ) ( ),

x w l

z w l

α = α α + γ α α

α = α α + γ α α
 (4) 

где l1 (α) – расстояние по лучу от падающего волнового 
фронта до нижней поверхности оптического элемента. 
Обозначим β (α) – угол между лучом, преломленным 
на первой поверхности оптического элемента, и осью 
z. При этом единичный вектор направления прелом-
ленного луча имеет вид p1 (α) = (sin β, cos β). Отметим, 
что функция l1 (α) с точностью до константы равна 
функции эйконала на нижней поверхности (4) опти-
ческого элемента: 

( )1 1 1 0( ), ( ) ( )x z lΨ α α = α + Ψ , (5) 

где Ψ0 – некоторое постоянное значение эйконала на 
волновом фронте падающего пучка. Согласно урав-
нению эйконала, производные функции эйконала по 
переменным x, z равны произведению компонент 
единичного вектора луча p1 (α) на показатель прелом-
ления среды [12]. Поэтому, дифференцируя уравне-
ние (5), получим, что функции β (α) и l1 (α) связаны 
следующим дифференциальным уравнением: 

( ) ( )

1

1, 1 1, 1

1 1

d ( ) / d
( ) ( ) ( ) ( )

sin ( ) ( ) cos ( ) ( ).
x z

l
n p x n p z

n x n z

α α =
′ ′= α α + α α =

′ ′= β α α + β α α

 (6) 

Уравнение (6) также может быть получено непо-
средственно из закона преломления. Подставляя (4) в 
(6), получим следующее уравнение: 

( ) ( )
( )

( )
( )

1

1

sin ( ) ( ) cos ( ) ( )d ( )
d 1/ cos ( ) ( )

( )sin ( ) ( ) ( )
,

1 cos ( ) ( )

w wl
n

l
n

′α −β α α − α −β α αα
= −

α − + β α − γ α

′α β α − γ α γ α
−

− + β α − γ α

 (7) 

где функция γ (α) определена в (2). В частности, при 
сферическом волновом фронте падающего пучка (при 
w (α) = 0, γ (α) = α) уравнение (7) принимает известный 
вид [13–15]: 

( )
( )

11 ( )sin ( )d ( ) .
d 1/ cos ( ) ( )

ll
n

α β α − αα
=

α − β α − γ α
 (8) 

Отметим, что в уравнении (8) функция l1 (α) соот-
ветствует радиус-вектору первой поверхности отно-
сительно точечного источника, генерирующего сфе-
рический пучок.  

Обозначим r (α) координату точки в плоскости 
z = f, в которую попадает падающий луч p0 (α) после 
преломления на первой и второй поверхностях опти-
ческого элемента. Определим функцию r (α) из усло-
вия формирования заданной освещённости E (r) в 
плоскости z = f. Для этого воспользуемся законом со-
хранения светового потока  

( ) ( )
0 0 0

2 2

( )d ( ) 2 sin

( ) ( ) d ( ) 2 d ,

E S E

w w E r r r

α = α ⋅ π α ×

′× α + α α = π
 (9) 
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где dS0 – элемент площади поверхности вращения, 
соответствующей волновому фронту падающего пуч-
ка. Согласно (9), для расчёта r (α) получим следую-
щее дифференциальное уравнение: 

( ) ( ) ( )
2 2 20

2

d ( ) 2 ( ) sin ( ) ( ) ( ) .
d

r E w w
E r

α α ′= α α + α
α

 (10) 

Отметим, что уравнение (10) записано относи-
тельно функции r 2

 (α), чтобы избежать особенности в 
правой части уравнения при r = 0 [13].  

Поскольку в плоскости z = f также задана функция 
эйконала Ψ(r), то направление падающего в точку 
луча r (α) (направление луча после преломления на 
первой и второй поверхностях оптического элемента) 
должно определяться следующей вектор-функцией:  

( ) ( )2 2, 2,( ) ( ), ( ) ( ) ,x zp p rα = α α = αp p  (11) 

где вектор p (r) имеет вид (1). Определим профиль 
второй поверхности оптического элемента в следую-
щем параметрическом виде: 

2 ,2 2

2 ,2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ,

x

z

x r p l
z f p l

α = α − α α

α = − α α
 (12) 

где l2 (α) – расстояние от второй поверхности элемен-
та до плоскости z = f по направлению луча p2 (α). Оп-
ределим далее функцию β (α) в (7) из условия, чтобы 
луч p0 (α) после преломления на первой поверхности 
(4) был направлен на соответствующую точку второй 
поверхности (12). При этом функция β (α) принимает 
вид:  

2 1

2 1

( ) ( )( ) arctan .
( ) ( )

x x
z z

α − α
β α =

α − α
 (13) 

Функции xi (α), zi (α), i = 1, 2 в правой части (13) 
определены через неизвестные функции l1 (α) и l2 (α). 
Выразим l2 (α) через l1 (α), используя условие извест-
ной оптической длины пути лучей (функции эйконала 
Ψ(r)) от исходного волнового фронта до плоскости 
z = f: 

( ) ( )
0 1 2

2 2
2 1 2 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ),

l l

n x x z z

Ψ + α + α +

+ α − α + α − α =

= Ψ α

 (14) 

где ( ) ( ( ))rΨ α = Ψ α . Подставляя (4), (12) в (14), по-
лучим 

(
( ) ) (

( ) )
[ ]( )

,2 2

2
,2 21

2
1

22
1 2 0

( ) ( ) ( ) ( )sin

( ) ( )sin ( ) ( )

( )cos cos ( ) ( )

(1 ) ( ) ( ) ( ) .

x

z

r p l w

f p ll

w l

n l l

α − α α − α α −

− α α− γ α α + −

− α α − γ α α =

= Ψ α − α + α + Ψ

 (15) 

Легко видеть, что расчёт функции l2 (α) из уравне-
ния (15) сводится к решению квадратного уравнения.  

Полученные выражения (3) – (15) позволяют 
сформулировать следующий алгоритм для расчёта 
оптического элемента. 

1.  Решение дифференциального уравнения (10) 
для определения функции r (α). 

2.  Определение функции l2 (α) как функции от пе-
ременной α и функции l1 (α) из решения квадратного 
уравнения (15). 

3.  Подстановка выражений (4), (12) в (13) для оп-
ределения функции β (α) как функции от переменной 
α и функции l1 (α).  

4.  Подстановка полученного выражения для 
функции β (α) в (7) (или в (8) для случая сферическо-
го волнового фронта падающего пучка) и решение 
данного дифференциального уравнения относительно 
функции l1 (α), определяющей первую поверхность 
оптического элемента по формулам (4).  

5.  Расчёт функции l2 (α) по функции l1 (α) из урав-
нения (15). Расчёт второй поверхности оптического 
элемента по формуле (12). 

3. Расчётные примеры 

3.1. Формирование пучка с постоянной 
освещённостью и плоским волновым фронтом 
В качестве первого примера рассмотрим расчёт 

оптического элемента для преобразования пучка со 
сферическим волновым фронтом, генерируемым то-
чечным источником, излучающим по закону Ламбер-
та, в выходной пучок с постоянной освещённостью и 
плоским волновым фронтом. Данный пример анало-
гичен оптическому элементу, рассмотренному в не-
давней работе [7], и служит для проверки правильно-
сти приведённых расчётных формул. 

Поскольку волновой фронт выходного пучка яв-
ляется плоским, то значение эйконала в любой плос-
кости, перпендикулярной оптической оси и располо-
женной за оптическим элементом, является постоян-
ным. Значение эйконала в некоторой плоскости z = f 
за оптическим элементом удобно определить через 
толщину оптического элемента h0 при α = 0 в виде 

0 0( ) ( 1) , [0, ]r n h f r rΨ = − + ∈ .  (16) 
Расчёт элемента производился при следующих па-

раметрах: угловой размер падающего пучка α0
 = 50°, 

начальный радиус нижней поверхности l1(0) = 5 мм, 
толщина оптического элемента h0

 = 20 мм при α = 0, 
показатель преломления материала элемента n = 1,6, 
радиус выходного пучка r0

 = 12 мм. При указанных 
параметрах оптическая длина лучей от источника из-
лучения, формирующего сферический пучок, до 
плоскости z = f = 30 мм равна Ψ = 42 мм. 

Расчёт оптического элемента проводился по алго-
ритму, приведённому в конце предыдущего пункта. В 
рассматриваемом случае ламбертовского источника 
распределение освещённости падающего пучка в (10) 
можно считать заданным на единичной окружности 
(w(α) = 1) в виде E0(α) = cos α, α ∈ [0, α0]. При этом 
функция r (α) может быть получена в следующем виде: 
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0
0

sin .
s

( )
in

r r α
α

α
=   (17) 

Для решения дифференциального уравнения (8), 
определяющего радиус-вектор l1 (α) первой поверх-
ности оптического элемента, использовался стан-
дартный метод Рунге–Кутты 4–5 порядка, реализо-
ванный в функции “ode45” в пакете MATLAB.  

Сечение рассчитанного оптического элемента 
приведено на рис. 2а. Для проверки правильности 
приведённых расчётных формул было проведено мо-
делирование работы оптического элемента в про-
грамме для светотехнических расчётов TracePro с ис-
пользованием метода трассировки лучей [16]. На 
рис. 2б, в показаны рассчитанные в программе Trace-
Pro распределения освещённости, формируемые оп-
тическим элементом в плоскостях z = 30 мм и 
z = 50 мм. Представленные результаты расчёта пока-
зывают формирование круглой области заданного ра-
диуса с фактически постоянной освещённостью. 
Нормированные СКО рассчитанных распределений 
освещённости от постоянного значения составляют 
5,3 % и 6,5 % при z = 20 мм и z = 50 мм, соответствен- 

но. Сохранение размера круга при изменении рас-
стояния от оптического элемента показывает, что вол-
новой фронт сформированного элементом пучка бли-
зок к плоскому волновому фронту. Действительно, 
рассчитанное СКО оптической длины пути от посто-
янного значения при z = 20 мм составляет менее 20 нм. 

3.2. Формирование пучка с постоянной 
освещённостью и распределением эйконала 
для фокусировки в отрезок оптической оси 

В качестве более сложного примера был рассчи-
тан оптический элемент, преобразующий сфериче-
ский пучок от точечного ламбертовского источника, в 
выходной пучок с постоянной освещённостью в 
плоскости z = f и функцией эйконала, обеспечиваю-
щей фокусировку в отрезок оптической оси, распо-
ложенный за данной плоскостью при f1

 ≤ z ≤ f1
 + L, где 

L – длина отрезка, f1
 > f.  

Таким образом, рассматриваемый оптический 
элемент сначала формирует равномерно освещённый 
круг радиуса r0 в плоскости z = f, а затем отрезок на 
оптической оси на расстоянии d = f1

 – f от начала от-
резка до указанной плоскости.  

           
Рис. 2. Сечение оптического элемента, преобразующего сферический пучок от ламбертовского источника в пучок 

с постоянной освещённостью и плоским волновым фронтом (а); рассчитанные в программе TracePro нормированные 
распределения освещённости, формируемые оптическим элементом в плоскостях z = 20 мм и z = 50 мм (б, в).  

Справа показаны сечения распределений освещённости 
Функция эйконала, обеспечивающая фокусировку 

в отрезок оптической оси с постоянным распределе-
нием энергии вдоль отрезка, имеет вид [17, 18]: 

[

( ) [ ]22 2 2
1 1 0

1( ) log 1 2
2

, 0, ,f

r a
a

f ar r f ar r r

Ψ = − ×+

⎤⎛ ⎞
× + + + + + Ψ ∈⎥⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠⎦

(18) 

где 2
0/a L r= , Ψf – произвольная константа. 

Расчёт оптического элемента производился по алго-
ритму, приведённому в конце пункта 2 при следующих 
параметрах: угловой размер падающего пучка α0

 = 50°, 
начальный радиус нижней поверхности l1(0) = 5 мм, 
толщина оптического элемента h0

 = 20 мм при α = 0, по-
казатель преломления материала элемента n = 1,6, ради-
ус выходного пучка r0

 = 8 мм в плоскости z = f = 30 мм, 
расстояние от плоскости z = f = 30 мм до начала отрезка 
оптической оси d = 22 мм, длина отрезка L = 15 мм. 

На рис. 3а приведено сечение рассчитанного опти-
ческого элемента, а на рис. 3б, в показаны рассчитанные 

в программе TracePro распределения освещённости, 
формируемые оптическим элементом в плоскости 
z = 30 мм (рис. 3б) и в плоскости xz, содержащей отрезок 
оптической оси. Представленные результаты расчёта 
показывают формирование круглой области заданного 
радиуса в плоскости z = 30 мм и отрезка оптической оси 
с заданными положением (при 52 мм ≤ z ≤ 67 мм). Нор-
мированное СКО рассчитанного распределения осве-
щённости от постоянного значения в круге в плоскости 
z = 30 мм составляет 8,3 %. Нормированное СКО рассчи-
танного распределения вдоль отрезка оптической оси от 
постоянного значения составляет 15,5 %. При этом в ок-
рестности дальнего конца отрезка наблюдается выра-
женный спад распределения освещённости. По мнению 
авторов данной статьи, наблюдаемый спад обусловлен 
френелевскими потерями, которые не учитывались при 
расчёте оптического элемента. Действительно, в даль-
ний конец отрезка направляются лучи, падающие на 
края апертуры оптического элемента. При этом угол по-
ворота падающих лучей при рефракции на поверхно-
стях оптического элемента превышает 60 °. 
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Рис. 3. Сечение оптического элемента, преобразующего сферический пучок от ламбертовского источника в пучок 
с постоянной освещённостью и функцией эйконала (19) (а); Рассчитанные в программе TracePro нормированные 
распределения освещённости, формируемые оптическим элементом в плоскости z = 30 мм и в плоскости xz (б, в). 

 Справа показаны сечения распределений освещённости 
Заключение 

Получено решение задачи расчёта осесимметрич-
ного преломляющего оптического элемента, преобра-
зующего заданный падающий пучок в выходной пу-
чок с заданным распределением освещённости и за-
данным волновым фронтом. Расчёт поверхностей оп-
тического элемента сведён к решению двух обыкно-
венных дифференциальных уравнений, разрешённых 
относительно производной.  

В качестве примеров рассчитаны оптические эле-
менты, преобразующие сферический пучок от точеч-
ного ламбертовского источника в пучок с постоянной 
освещённостью и плоским волновым фронтом, а так-
же в пучок с постоянной освещённостью и функцией 
эйконала, обеспечивающей фокусировку в отрезок 
оптической оси. Приведённые результаты моделиро-
вания показывают хорошую работоспособность рас-
считанных оптических элементов и подтверждают 
правильности приведённых расчётных формул. 
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DESIGN OF AN AXISYMMETRIC OPTICAL ELEMENT 
 GENERATING A PRESCRIBED ILLUMINANCE DISTRIBUTION AND WAVEFRONT. 

L.L. Doskolovich 1,2, K.V. Andreeva 1,2, D.A. Bykov 1,2 
1 IPSI RAS – Branch of the FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Molodogvardeyskaya 151, 443001, Samara, Russia, 

2 Samara National Research University, Moskovskoye Shosse 34, 443086, Samara, Russia  
Abstract  

Design of an axisymmetric refracting optical element to transform an incident beam into an 
output beam with the prescribed illuminance distribution and prescribed wavefront is considered. 
The wavefront of the output beam is represented by the eikonal function defined in some plane be-
hind the optical element. The computation of the optical element surface is reduced to the solution 
of two explicit ordinary differential equations of the first order. As examples, we consider the de-
sign of two optical elements to transform a spherical beam from a point Lambert light source into 
a beam with the uniform illuminance and plane wavefront and a beam with the complex wavefront 
to focus into an on-axis line.  
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