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Аннотация 
С помощью формул Ричардса – Вольфа описывается фокусировка цилиндрического 

векторного пучка второго порядка широкоапертурной линзой, ограниченной кольцевой 
апертурой,. Показано, что можно увеличить область отрицательных значений проекции 
вектора Пойнтинга на оптическую ось, увеличив глубину фокуса с помощью кольцевой 
апертуры. Продемонстрировано, что при фокусировке света объективом с числовой аперту-
рой 0,95 использование кольцевой апертуры, ограничивающей угол входного зрачка до 0,9 
от максимального значения, позволяет увеличить глубину области отрицательных значений 
проекции вектора Пойнтинга на оптическую ось в 4 раза при практически неизменной ши-
рине области (изменяется с 0,357 до 0,352 от длины волны фокусируемого света). При этом 
в 2,5 раза возрастает отношение абсолютных значений минимального значения осевой про-
екции вектора Пойнтинга в фокусе к максимальному. 

Ключевые слова: формулы Ричардса – Вольфа, обратный поток энергии, острая фоку-
сировка, цилиндрический векторный пучок, кольцевая апертура. 

Цитирование: Стафеев, С.С. Формирование продольно-удлинённой области обратного пото-
ка энергии с помощью кольцевых апертур / С.С. Стафеев, В.В. Котляр // Компьютерная оптика. – 
2019. – Т. 43, № 2. – С. 193-199. – DOI: 10.18287/2412-6179-2019-43-2-193-199. 

Введение 
В настоящее время значительное число работ по-

священо получению фокусных пятен с увеличенной 
глубиной: оптических игл [1 – 5], световых тоннелей 
[6, 7] или цепочек фокусов [8 – 12].  

Самый простой способ увеличить глубину фоку-
са – ограничить входной пучок кольцевой апертурой 
[13, 14]. Минус использования кольцевых апертур 
очевиден – снижение эффективности фокусировки. 
Чтобы этого не происходило, можно вместо кольце-
вой апертуры использовать бинарные фазовые маски 
[15 – 18]. Ещё один способ увеличения глубины фоку-
са – замена функции аподизации фокусирующего 
объектива. Например, объединение сферической лин-
зы с аксиконом [19, 20]. 

Ранее нами исследовалась фокусировка пучков с 
фазовой [21] и поляризационной сингулярностью [22] 
и было показано, что при определённых условиях фо-
кусировки таких пучков в фокусе можно наблюдать 
области, в которых направление вектора Пойнтинга 
будет противоположно направлению распростране-
ния пучка. Рэлеевская частица, помещённая в такую 
область, будет двигаться по направлению к источни-
ку излучения. Однако детектировать такое поведение 
частиц будет достаточно сложно в связи с малостью 
области отрицательных значений проекции вектора 
Пойнтинга на оптическую ось Sz.  

Кроме световых полей, формирующих обратный 
поток энергии в фокусе, активно изучаются сложные 
световые поля с клубками и узлами сингулярностей в 
фокусе [23 – 25]. У таких сложных полей тоже может 
иметь место обратный поток световой энергии. Об-
ратный поток энергии может быть не только у слож-
ных световых полей, но и при интерференции про-

стых параксиальных хорошо известных световых по-
лей. Так, тороидальный поток энергии имеет место 
вокруг кольцевой дислокации, образующейся при ко-
аксиальном сложении двух Гауссовых пучков с раз-
ным радиусом перетяжки и с линейной поляризацией 
[26].  

Цель данной работы – уменьшить диаметр и уве-
личить осевую область отрицательных значений Sz, 
увеличив глубину фокуса с помощью кольцевой 
апертуры. В частности, было показано, что при фоку-
сировке света объективом с числовой апертурой 0,95 
использование кольцевой апертуры, ограничивающей 
угол входного зрачка до 0,9 от максимального значе-
ния, позволяет увеличить глубину области отрица-
тельных значений проекции вектора Пойнтинга на 
оптическую ось в 4 раза при практически неизменной 
ширине области (изменяется с 0,357 до 0,352 от дли-
ны волны фокусируемого света). При этом в 2,5 раза 
возрастает отношение абсолютных значений мини-
мального значения проекции вектора Пойнтинга в 
фокусе к максимальному |Sz,min

 / Sz,max|. 

1. Теоретический анализ  
на основе формул Ричардса – Вольфа 

В данной статье моделирование производилось 
с помощью формул Ричардса – Вольфа [27]: 
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где U(ρ, ψ, z) – напряжённость электрического или 
магнитного поля, B (θ, φ) – электрическое или маг-
нитное поле на входе широкоапертурной системы в 
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координатах выходного зрачка (θ – полярный угол, 
φ – азимутальный), T (θ) – функция аподизации лин-
зы, f – фокусное расстояние, k  = 2π / λ – волновое чис-
ло, λ – длина волны (в моделировании считалась рав-
ной 532 нм), αmin – минимальный полярный угол, оп-
ределяемый диаметром кольцевой апертуры, αmax – 
максимальный полярный угол, определяемый число-
вой апертурой линзы (NA = sin αmax), P (θ, φ) – вектор 
поляризации для напряжённости электрического 
и магнитного полей, имеющий вид: 
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где a(θ,
 φ) и b(θ,

 φ) – функции, описывающие состоя-
ние поляризации x- и y-компонент напряжённостей 
фокусируемого пучка. 

Для светового поля с цилиндрической поляриза-
цией m-го порядка вектора Джонса будут иметь вид: 
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для напряжённости электрического поля и 
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для напряжённости магнитного поля. В нашей работе 
мы исследовали цилиндрический векторный пучок 
второго порядка m = 2. Если положить в формулах (3), 
(4) m = 1, то они будут описывать обычный азиму-
тально-поляризованный свет.  

В [22] показано, что продольная проекция вектора 
Умова – Пойнтинга вблизи фокуса имеет вид: 
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В (6) x = kr sin θ, Jm (x) – функция Бесселя m-го по-
рядка, Am(θ) = B(θ, φ) – действительная функция, опи-
сывающая амплитуду входного поля в плоскости 
входного зрачка апланатической системы, зависящая 
только от угла θ и от порядка m поляризационной 
сингулярности. Интегралы в (6) просто вычисляются, 
если в качестве входной функции выбрать δ-функцию 
Дирака. Пусть исходное световое поле имеет узкий 
кольцевой спектр: 

0 0( ) ( )mA Aθ = δ θ− θ . (7) 

Такое поле представляет собой коническую волну с 
половинным углом при вершине, равным 0 < θ0 < π / 2. 

С учетом (7) вместо (5) получим простое выраже-
ние: 
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Из (8) и (9) следует, что при m = 2 вблизи оптиче-
ской оси (и при любом z) будет иметь место обратный 
поток световой энергии, пропорциональный функции 
Бесселя нулевого порядка: 

2
2

,2 0 0 0 0( ), sin , 1.
2z

BS J x x kr kr= − = θ <<  (10) 

А на самой оптический оси обратный поток будет 
равен по величине 
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Из (11) видно, что обратный поток пропадает при 
θ0 = 0 (нет светового поля) и при θ0 = π / 2 (световое 
поле распространяется перпендикулярно оптической 
оси), а максимальное значение (по модулю) обратно-
го потока достигается примерно при θ0 = π / 4. Заме-
тим, что если вместо функции аподизации рефракци-
онной линзы (как это принято в (6)) T(θ) = cos1/2θ вы-
брать функцию аподизации дифракционной линзы 
T(θ) = cos-3/2θ, то выражение (11) для обратного потока 
изменится и примет вид: 

2
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Из (12) видно, что при θ0 = π / 2 обратный поток 
на оптической оси стремится к бесконечности. 

2. Узкая кольцевая апертура 
На рис. 1 показаны для примера рассчитанные 

по формуле (1) распределения Sz в фокусе при фоку-
сировке пучка, не ограниченного кольцевой аперту-
рой (рис. 1а) и ограниченного кольцевой апертурой 
αmin

 = 0,9×arcsin (NA) (рис. 1б). 
Аналогично на рис. 2 показано распределение Sz 

в плоскости yz. 
Из рис. 1 и 2 видно, что использование кольцевой 

апертуры приводит к небольшому уменьшению по-
перечных размеров области отрицательных значений 
Sz и одновременно с этим к увеличению её глубины. 

Отметим также, что при смещении из области фо-
куса в поперечной плоскости наблюдаются ненуле-
вые поперечные компоненты вектора Пойнтинга – на 
рис. 3 показано распределение интенсивности и на-
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правление вектора Пойнтинга в поперечной плоско-
сти xy при смещении от плоскости фокуса на рас-
стояние, равное одной длине волны 0,532 нм. Хотя в 

самой фокальной плоскости поперечные составляю-
щие вектора Пойнтинга равны нулю [22]. 

а)  б)  
Рис. 1. Распределение продольной проекции вектора Пойнтинга Sz в плоскости фокуса при фокусировке пучка  

порядка m = 2 линзой с числовой апертурой NA = 0,95. Неограниченный пучок (а) и пучок, ограниченный  
кольцевой апертурой с αmin = 0,9×arcsin (NA) (б) 

a)  б)  
Рис. 2. Распределение продольной проекции вектора Пойнтинга Sz в плоскости yz при фокусировке пучка порядка m = 2 

линзой с числовой апертурой NA = 0,95. Неограниченный пучок (а) и пучок, ограниченный кольцевой апертурой 
с αmin = 0,9×arcsin (NA) (б) 

 

 
Рис. 3. Распределение интенсивности и направление 
вектора Пойнтинга в плоскости xy на расстоянии 

0,532 мкм от фокусной плоскости при фокусировке пучка 
порядка m = 2 линзой с числовой апертурой NA = 0,95, 

ограниченной кольцевой апертурой с αmin = 0,9×arcsin (NA) 

3. Анализ результатов моделирования 
С помощью формул Ричардса – Вольфа моделиро-

валась фокусировка цилиндрического векторного 
пучка второго порядка (для простоты фронт волны 
считался плоским), ограниченного кольцевой аперту-
рой. Минимальный угол апертуры выбирался равным 

0 (т.е. нет ограничения), 0,5 и 0,9 от величины макси-
мального угла, определяемого числовой апертурой 
линзы. 

Результаты моделирования показаны на рис. 4 – 6 
и в табл. 1. Ширина (глубина) области отрицательных 
значений замерялась на расстоянии полуспада значе-
ния Sz от нуля до минимального значения в центре 
фокусного пятна. 

 
Рис. 4. Зависимость абсолютной величины отношения 
минимальной величины Sz,min к максимальной Sz,max 

в плоскости фокуса от величины числовой апертуры линзы 
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Рис. 5. Зависимость глубины области обратного потока 

от числовой апертуры линзы 

 
Рис. 6. Зависимость ширины области обратного потока 

от числовой апертуры линзы 

Табл. 1. Зависимость абсолютной величины отношения минимальной величины проекции вектора Пойнтинга 
на оптическую ось к максимальной |Sz,min / Sz,max| в плоскости фокуса, глубины фокуса DOF и ширины области обратного 

потока FWHM от величины числовой апертуры линзы 
αmin NA |Sz,min/Sz,max| DOF, мкм FWHM, λ 

0,99 2,0701 6,562 0,348 
0,95 0,9579 7,707 0,352 
0,90 0,5297 9,122 0,355 0,9×arcsin (NA) 

0,80 0,2130 12,447 0,359 
0,99 1,2311 2,006 0,352 
0,95 0,5115 2,152 0,355 
0,90 0,2801 2,496 0,359 

0,5×arcsin (NA) 
 

0,80 0,1130 3,372 0,363 
0,99 1,0949 1,859 0,352 
0,95 0,4452 1,932 0,357 
0,90 0,2412 2,231 0,359 0 

0,80 0,0976 2,976 0,363 
 

Как видно из табл. 1 и рис. 4 – 6, применение коль-
цевой апертуры позволяет как значительно увеличить 
глубину области отрицательных значений проекции 
вектора Пойтнига на оптическую ось, так и усилить 
величину обратного потока в фокусе.  

Заключение 
В данной статье рассматривалась фокусировка 

цилиндрического векторного пучка второго порядка 
широкоапертурной линзой, ограниченной кольцевой 
апертурой. Было показано, что можно увеличить об-
ласть отрицательных значений проекции вектора 
Пойнтинга на оптическую ось, увеличив глубину фо-
куса с помощью кольцевой апертуры. Было показано, 
что при фокусировке света объективом с числовой 
апертурой 0,95 использование кольцевой апертуры, 
ограничивающей угол входного зрачка до 0,9 от мак-
симального значения, позволяет увеличить глубину 
области отрицательных значений проекции вектора 
Пойнтинга на оптическую ось в 4 раза при практиче-
ски неизменной ширине области (изменяется с 0,357 
до 0,352 от длины волны фокусируемого света). При 
этом в 2,5 раза возрастает отношение абсолютных 
значений минимального значения проекции вектора 
Пойнтинга в фокусе к максимальному. 

В дальнейшем авторы планируют исследовать 
влияние бинарных масок на увеличение области от-

рицательных значений проекции вектора Пойнтинга 
на оптическую ось. 
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Abstract  
In this paper, we have investigated the focusing of a second-order cylindrical vector beam by 

using a high numerical aperture (NA) lens limited by a ring aperture using the Richards-Wolf for-
mulae. It was shown that the range of negative on-axis projections of the Poynting vector could be 
increased by increasing the depth of focus through the use of a ring aperture. It was shown that 
when focusing light with a lens with NA = 0.95, the use of a ring aperture limiting the entrance pu-
pil angle to 0.9 of maximum, allows the depth of the region of negative on-axis Poynting vector 
projections to be four times increased, with the region width remaining almost unchanged and 
varying from 0.357 to 0.352 of the incident wavelength. Notably, the magnitude of the reverse en-
ergy flow was found to be larger than the direct one by a factor of 2.5. 

Keywords: Richards-Wolf formulae, energy backflow, tight focusing, cylindrical vector beam, 
ring aperture. 
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