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Аннотация 

В данной работе рассмотрена задача восстановления комплексных коэффициентов су-
перпозиции мод Лагерра–Гаусса по интенсивности поля в некоторой плоскости, перпенди-
кулярной оси распространения на заданном расстоянии с использованием алгоритма Левен-
берга–Марквардта и Брента. Показана эффективность применения поэтапной оптимизации 
для восстановления комплексных коэффициентов суперпозиции не только на модельных, 
но и на экспериментальных распределениях интенсивности. Алгоритм можно использовать 
при оптической передаче информации через турбулентную атмосферу для обработки при-
нимаемых распределений интенсивности оптического сигнала. 

Ключевые слова: оптическая передача информации, моды Лагерра–Гаусса, оптимизация 
аппроксимации суперпозицией мод, восстановление комплексных коэффициентов, алго-
ритм  Левенберга–Марквардта, алгоритм Брента. 

Цитирование: Волотовский, С.Г. Алгоритм восстановления комплексных коэффициен-
тов мод Лагерра–Гаусса по распределению интенсивности при их когерентном сложении / 
С.Г. Волотовский, С.В. Карпеев, С.Н. Хонина // Компьютерная оптика. – 2020. – Т. 44, № 3. – 
С. 352-362. – DOI: 10.18287/2412-6179-CO- 727. 

Citation: Volotovskiy SG, Karpeev SV, Khonina SN. Algorithm for reconstructing the com-
plex coefficients of the Laguerre–Gauss modes from the intensity distribution for their coherent 
superposition. Computer Optics 2020; 44(3): 352-362. DOI: 10.18287/2412-6179-CO-727. 

Введение 

Модой называется световое поле, демонстрирую-
щее инвариантность при распространении в соответ-
ствующей среде. Среди мод свободного пространства 
можно назвать плоские волны и функции Бесселя [1, 

2]. Гауссовы функции (Лагерра–Гаусса и Эрмита–
Гаусса) являются модами оптического волокна с 
квадратичной зависимостью показателя преломления 
[3]. Однако Гауссовы моды сохраняют свою структу-
ру и в свободном пространстве, изменяясь лишь мас-
штабно. Инвариантность Гауссовых пучков к про-
хождению через оптические линзовые системы вос-
требована во многих приложениях, среди которых 
захват и оптическое манипулирование микрочасти-
цами [4, 5], лазерное структурирование поверхностей 
[6 – 8] и уплотнение каналов передачи информации 
как в оптических волокнах, так и в свободном про-
странстве [9 – 11]. В первых двух приложениях важно 
качественное формирование заданного распределе-
ния интенсивности, которое может искажаться из-за 
погрешностей юстировки оптической системы, а так-
же импульсного характера лазерного пучка [12, 13].  

При оптической передаче информации в оптиче-
ских волокнах уплотнение каналов связи может осу-
ществляться за счет суперпозиции нескольких про-
странственных мод с заданными весами, несущими 

информацию в одном пучке на входе передающей си-
стемы. Следует отметить, что при распространении в 
световодах моды сохраняют свой масштаб, поэтому 
можно применять достаточно простые оптические 
системы, позволяющие определять модули коэффи-
циентов. При распространении в атмосфере моды ин-
вариантны лишь с точностью до масштаба, поэтому 
при оптической передаче информации через турбу-
лентную атмосферу возникают дополнительные про-
блемы [14 – 17]. В этом случае на выходе системы 
требуется распознавание (детектирование) набора 
мод, содержащегося в пучке, инвариантное к масшта-
бированию, смещению, а также в некоторой степени 
и к зашумлению [18 – 25]. Если проблема формирова-
ния заданной суперпозиции мод, причем с произ-
вольными комплексными коэффициентами, доста-
точно легко решается средствами дифракционной оп-
тики с привлечением различных методов 
кодирования [26 – 32], то для анализа многомодовых 
пучков требуются более сложные системы, которые 
могут содержать множество элементов и подразуме-
вать последующую цифровую обработку [19, 21, 24, 
33 – 44]. 

В данной работе рассмотрена задача восстановле-
ния комплексных коэффициентов суперпозиции мод 
Лагерра–Гаусса (ЛГ) по интенсивности поля в неко-
торой плоскости (исходной, фокальной или перпен-
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дикулярной оси распространения на заданном рас-
стоянии) в точках некоторой сетки (полярной или де-
картовой).  

В данной работе проведено сравнение эффектив-
ности процедур оптимизации с использованием алго-
ритма Левенберга–Марквардта [45] и Брента [46]. 
Рассмотрена как обычная оптимизация сразу не-
скольких параметров, так и поэтапная. Возможности 
предлагаемых алгоритмов восстановления комплекс-
ных коэффициентов суперпозиции рассмотрены не 
только на модельных, но и на экспериментальных 
распределениях интенсивности. 

1. Теоретические сведения 

Рассмотрим задачу аппроксимации поперечной 
интенсивности пучка I0(r,) набором некоторых 
функций {nm(r,)n,m}, где  – определенное мно-
жество индексов.  

Эту задачу можно формализовать как минимиза-
цию следующего функционала:  
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Для решения этой задачи лучше всего подходит ал-
горитм Левенберга–Марквардта [45], который мини-
мизирует сумму квадратов M нелинейных функций N 
аргументов. Для его работы необходимо вычислять 
значения интенсивности и её якобиана в каждой точке. 

Для вычисления частных производных использу-
ем формулу: 
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Оптимизация начинается с заданной начальной 
точки (начальных значений оптимизируемых пара-
метров). В результате оптимизации находится неко-
торый локальный минимум оптимизируемого функ-
ционала (1). Алгоритм оптимизации не гарантирует, 
что это будет глобальный минимум. Поэтому обычно 
приходится многократно решать задачу поиска ми-
нимума для разных начальных значений оптимизиру-
емых параметров. Это существенно увеличивает вре-
мя расчета. 

В данной задаче легко отличить локальный экс-
тремум от глобального, т.к. значение глобального 
минимума равно 0 (что, конечно, относится к случаю, 
когда априорно известен модовый состав пучка). 

Пусть найдено глобальное решение задачи . 
Можно выделить следующие свойства решения зада-
чи (1): 

1) ˆ ie     тоже будет решением задачи (1). 

2) Если в суперпозиции  изменить знаки индек-
сов m на противоположные, то полученная су-
перпозиция тоже будет решением задачи (1).  

3) Пусть a – действительное число, тогда 
ˆ a    имеет интенсивность в a2 больше и 
такое же изображение интенсивности (т.к. при 
формировании изображения выполняется нор-
мирование по максимальному значению изоб-
ражения). 

Поэтому можно говорить о семействе решений. 
Наличие семейства решений вместо точечного реше-
ния, безусловно, способствует решению поставлен-
ной задачи. Третье свойство полезно при распознава-
нии суперпозиции по реальному изображению. 

Рассмотрим аппроксимацию заданной интенсивно-
сти пучка I0(r,) модами Лагерра–Гаусса (ЛГ) [47, 48]: 
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где 0 – радиус перетяжки Гауссова пучка, ( )m
nL   – 

присоединенный полином Лагерра, n – целое поло-
жительное, m – целое.  

Выражение (4) описывает моды ЛГ для входной 
плоскости (z = 0). Тогда функции nm(r, ), участвую-
щие в выражении (2), в зависимости от рассматрива-
емой оптической системы описываются одной из сле-
дующих формул.  

1) При распространении в свободном простран-
стве на расстояние z:  
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где r2 = x2 + y2, nm(z) = (2n + |m| + 1) arctg (z/z0), 
 = arctg(y/x); 2 2

0( ) (1 / )R z z z z    радиус кривизны 
параболического фронта светового поля; 

2 2 2 2
0 0( ) (1 / )z z z      эффективный радиус пучка на 

расстоянии z; 2
0 0 /z     – конфокальный параметр.  

2) При фокусировке линзой с фокусным расстоя-
нием f: 
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где f
 = f / (0) – эффективный радиус пучка в фо-

кальной плоскости. 
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2. Вычисление комплексных коэффициентов  
на основе аппроксимации многомодовой 

суперпозиции ЛГ 

Следует отметить, что, хотя отдельные моды при 
распространении сохраняют распределение интен-
сивности с точностью до масштаба, распределение 
интенсивности суперпозиции мод существенно изме-
няется при распространении [49]. 

Для упрощения задачи будем оптимизировать па-
раметры наперёд заданного набора мод.  

Время расчёта сильно увеличивается с ростом 
числа переменных. Поэтому был выбран поэтапный 
расчёт:  

–  на первом этапе решаем задачу для одиночных 
мод, сохраняя полученные композиции мод и 
их СКО;  

–  на втором этапе выбираем лучшее решение по 
СКО среди найденных композиций, новые 
композиции мод формируются на основе вы-
бранной добавлением одной моды, решаем за-
дачу оптимизации для сформированных ком-
позиций; 

–  повторяем второй этап для 3 мод и т.д., пока не 
получим удовлетворительное решение или не 
сформируется композиция, содержащая все 
моды заданного набора.  

При достаточно большом числе мод оптимизация 
более половины числа мод на одном этапе становится 
трудоемкой. В этом случае можно использовать по-
этапный расчет для поиска начального решения с по-
следующей полной оптимизацией. Поэтому суть по-
этапной оптимизации можно сформулировать как по-
иск решений с минимальным числом мод. 

Цель поэтапной оптимизации – заменить длитель-
ную обычную оптимизацию по всему набору пара-
метров сразу на ряд оптимизаций с небольшим набо-
ром оптимизируемых параметров. 

Следует отметить следующие особенности, кото-
рые сокращают число этапов: 

1) моды n,m и n,–m всегда оптимизируются сов-
местно, как одна «парная» мода; 

2) начальное решение коэффициентов для одиноч-
ных мод 0,0001 + i * 0,0001, т.е. псевдонуль (дело 
в том, что для выбранного алгоритма оптими-
зации в случае, если все оптимизируемые па-
раметры точно равны нулю, то все частные 
производные тоже равны нулю и невозможно 
выбрать направление оптимизации); 

3) при добавлении мод к суперпозиции (лучшей на 
предыдущем этапе) моды добавляются со зна-
чениями коэффициентов, найденных на 
предыдущем этапе.  

Для расчета тестовых распределений интенсивно-
сти выполнено моделирование распространения мно-
гомодовых пучков ЛГ по формуле (6). Параметры 
расчета:  = 0,0006 мм,  = 0,5 мм, f = 100 мм. Размер 

области визуализации в фокальной плоскости – 
0,15  0,15 мм. 

В табл. 1 приведены результаты аппроксимации. 
Первый столбец табл. 1 содержит изображения рас-
познаваемых суперпозиций. Второй столбец – ре-
зультаты обычной оптимизации параметров всех мод 
из заданного набора из «нулевой» начальной точки. В 
третьем столбце – результаты поэтапной оптимиза-
ции. Заданный набор мод включал все моды, для ко-
торых n <= 8, –8 <= m <= 8, т.е. 153 моды (с учетом 
парных мод – 81). Время расчета выдается в формате 
"<минуты>:<секунды>.<доли секунды>", т.е. 
4:25.60 – это 4 минуты 25,6 секунд. 

В столбце с обычной оптимизацией показаны 
только коэффициенты с самой большой нормирован-
ной интенсивностью (квадраты модулей коэффици-
ентов всех рассматриваемых мод равны единице). 

Анализируя результаты, приведенные в табл. 1, 
следует отметить, что, хотя СКО при обычной оптими-
зации существенно уступают поэтапному методу, вы-
глядят найденные решения неплохо. В то же время ко-
эффициенты найденных решений далеки от исходных, 
т.е. задача восстановления комплексных коэффициен-
тов в этом случае не решена. Причина заключается в 
выборе начальной точки. В данном случае начальные 
коэффициенты мод были одинаковы и равны 
0,001+0,001*i, т.е. практически 0. Выбор удачной 
начальной точки – это основная проблема полной оп-
тимизации. Иногда используется генерация начальных 
точек с последующей оптимизацией. Но это требует 
больших временных затрат. 

Таким образом, подтверждается известный факт, 
что заданную картину интенсивности можно аппрок-
симировать различным набором мод (или функций) 
[49, 50]. В общем случае решить задачу однозначного 
восстановления комплексных коэффициентов по од-
ной картине интенсивности невозможно. Однако из-
вестны различные подходы, когда с учетом некоторой 
априорной информации одного измерения интенсив-
ности оказывается достаточно [51, 52]. 

В то же время поэтапный метод находит коэффи-
циенты, которые принадлежат к тому же семейству 
решений (с точностью до комплексной константы или 
поворота), что и исходные коэффициенты, причем за 
очень короткое время (около минуты на обычном пер-
сональном компьютере). Метод поэтапной оптимиза-
ции намного устойчивей обычной оптимизации пара-
метров всех мод. Дело в том, что из решения, найден-
ного на предыдущем этапе, выполняется оптимизация 
в разных направлениях и из разных точек. Направле-
ния определяются набором оптимизируемых парамет-
ров, а они различны. Смещение начальной точки до-
стигается за счет добавления мод с найденными на 
предыдущем этапе значениями коэффициентов. Но 
наибольший эффект по сокращению числа этапов до-
стигается за счет выделения «парных» мод.  
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Табл. 1. Результаты аппроксимации тестовых распределений интенсивности (негативные изображения) 

 
Исходное поле  

(на входе и в фокальной плоскости) 
Обычная оптимизация  

(на входе и в фокальной плоскости) 
Поэтапная оптимизация  

(на входе и в фокальной плоскости) 

1 

  
c3,–2

 = 1, c2,2
 = 1 

  
|c0,–7|2 = 0,051, |c0,7|2 = 0,051 

rms = 0,067;  time  11:02 

  
2 этапа: c3,–2

 = exp(i),  c2,–2
 = 1 

rms = 1,0909e–06;  time  :57.03 

2 
  

c3,1
 = 1, c2,2

 = –1, c1,–2
 = i 

  
|c0,–8|2 = 0,097, |c1,–4|2 = 0,096, 

|c2,–4|2 = 0,094 
rms = 0,033;  time  11:59 

  
3 этапа: c3,1

 = exp(-i0,5),  
c2,2

 = exp(-i1,5), c1,–2
 = 1 

rms = 1,198e–06;   time  1:42.07 

3 
  

c3,1
 = 1, c2,2

 = 1 
  

|c1,4|2 = 0,140, |c2,4|2 = 0,104, 
|c1,3|2 = 0,103 

rms = 0,038;  time  24:30 

  
2 этапа: c3,–1

 = exp(i), c2,–2
 = 1 

rms = 1,88e–06;   time  :54.23 

4 

  
c1,3

 = 1,  c3,–2
 = 2 

  
|c1,8|2 = 0,188, |c0,8|2 = 0,111 
rms = 0,069;  time  11:38 

  
2 этапа: c1,3

 = 1, c3,–2
 = 2  

rms = 8,89e–07;  time  :51.80 

5 
  

c1,3
 = 1, c2,–1

 = i, c1,–3
 = i 

  
|c0,1|2 = 0,113,  

rms = 0,017;  time  9:43 

  
2 этапа: c1,3

 = exp(-i0,5),  
c2,1

 = 1, c1,–3
 = 1 

rms = 9,679e–07;  time  1:11.20 

6 
  

c1,1
 = 3, c2,2

 = 2, c3,3
 = 1 

  
|c0,–8|2 = 0,292, |c1,–8|2 = 0,102 

rms = 0,047;  time  40:54 

  
3 этапа: c1,–1

 = 3,  
c2,–2

 = 2exp(i), c3,–3
 = 1 

rms =  2,254e–07; time  1:12.03 

(Поле на входе выделено чёрной рамкой, в фокальной плоскости – серой рамкой) 
 

3. Анализ методов оптимизации 

Метод поэтапной оптимизации может использо-
вать алгоритм оптимизации многих переменных. Ал-

горитм Левенберга–Марквардта [45] был выбран из-
за его эффективности. Другим распространенным ал-
горитмом оптимизации является алгоритм Брента 
[46]. 
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Для примера возьмем суперпозицию 3,–2
 – 2,2 

(первая строка табл. 1). В табл. 2 приведены резуль-
таты сравнения двух алгоритмов оптимизации. Хо-
рошо видно, что алгоритм Левенберга–Марквардта 
намного эффективней, причем с ростом числа опти-
мизируемых параметров его выигрыш возрастает. Но 
для алгоритма Брента не требуется вычисление яко-
биана. При поэтапной оптимизации для суперпози-
ции трех мод требуется не менее трех этапов, кото-
рых в большинстве случаев достаточно. Однако из-
редка появляются ситуации, когда лучшее решение 
первого этапа не содержит моду из требуемой компо-
зиции.  

Табл. 2. Сравнение результатов для алгоритмов 
оптимизации Брента и Левенберга–Марквардта 

 
Алгоритм 
Брента 

Алгоритм 
Левенберга–
Марквардта 

Этап 1 
rms = 0,579;  
time   1:44 

rms = 0,579;  
time   :33.24 

Этап 2 
rms = 0,187; 
time   6:28 

rms = 0,187; 
time   :20.74 

Этап 3 
rms = 2,37e–07;  
time   16:26 

rms = 2,25e–07; 
time   :18.25 

Рассмотрим в качестве примера суперпозицию 
двух мод 0,2

 + i  0,4. На рис. 1 показаны результаты 
формирования интенсивности в фокальной плоскости 
(рис. 1в) и ее аппроксимации при обычной оптимиза-
ции. Видно, что аппроксимация интенсивности вы-
полнена успешно, но коэффициенты разложения 
определены неверно. 

В табл. 3 приведены 15 лучших СКО для одиноч-
ных мод (с учетом парных мод), полученных после 
первого этапа. Для парных мод указана одна мода, 
если она имела существенно больший вес, указаны 
две моды, если их вес соизмерим. 

Когда первая в списке мода не содержит одну из 
мод распознаваемой композиции, то обычно моды 
композиции добавляются на последующих этапах. 
После чего требуется еще два-три этапа для уточне-
ния коэффициентов мод, кроме случая, когда n = 0. 
Если первые места занимают моды с индексами 
(n, m) = (0, m), то на втором этапе следует за базовую 
брать не только первую из списка моду. 

     

     
a)                            б)                            в) 

Рис. 1. Пример для суперпозиции 0,2+i0,4:  
а) интенсивность и б) фаза в объектной плоскости,  

в) интенсивность в фокальной плоскости (для заданного 
поля – верхняя строка и для обычной аппроксимации, 

rms = 0,0079 – нижняя строка) 

Табл. 3. Результаты первого этапа поэтапной оптимизации 0,2+i0,4 

 Моды 

RMS 
после 
первого 
этапа 

RMS поэтапной оптимиза-
ции начиная с этой моды по-
сле дополнительных 4 этапов 

Коэффициенты удачных решений 

1 0,–3 0,554316 0,010259  

2 0,2 0,612875 1,138885e–06 |c0,–2|2 = 0,5    |c0,–4|2 = 0,5 

3 0,–4 0,63667 1,138885e–06 |c0,–2|2 = 0,5    |c0,–4|2 = 0,5 

4 0,–1, 0,1 0,725163 0,006648  

5 0,–5 0,754298 0,030692  

6 1,–1, 1,1 0,773244 0,006648  

7 1,–4 0,808526 1,138885e–06 |c0,–2|2 = 0,5    |c0,4|2 = 0,5 

8 1,–5 0,810992 0,049819  

9 1,–3 0,822462 0,052567  

10 1,–6 0,833514 1,140646e–06 |c0,–2|2 = 0,5    |c0,–4|2 = 0,5 

11 1,2 0,837837 1,140023e–06 |c0,–2|2 = 0,5    |c0,–4|2 = 0,5 

12 2,5 0,844711 0,051376  

13 2,–6 0,845419 1,139988e–06 |c0,–2|2 = 0,5    |c0,–4|2 = 0,5 

14 1,0 0,850239 1,140117e–06 |c0,2|2 = 0,5    |c0,4|2 = 0,5 

15 0,–6 0,850656 0,029212 |c0,2|2 = 0,5    |c0,4|2 = 0,5 
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Сходимость поэтапной оптимизации в зависимо-
сти от стартовой моды показана на рис. 2. Для распо-
знавания суперпозиции из двух мод надо не менее 
двух этапов (сплошная линия на рис. 2), т.е. когда на 
первом этапе выбираем одну из мод требуемой су-
перпозиции. Если первая мода не входит в требуемую 
суперпозицию, то моды требуемой суперпозиции мо-
гут добавиться позднее (пунктирная линия на рис. 1). 
Как только сформировано удачное решение, СКО 
опускается до машинного нуля. Добавление новых 

мод улучшить СКО уже не может. Если же моды тре-
буемой композиции не выбираются (точечная линия 
на рис. 2), то СКО планомерно снижается, но не до 
машинного нуля. 

В табл. 4 показано, к каким решениям сходятся 
неудачные решения. При этом визуализированы су-
перпозиции мод в объектной плоскости. В третьем 
столбце приведены наибольшие нормированные ин-
тенсивности коэффициентов, полученных после до-
полнительных 4 этапов. 

Табл. 4. Интенсивность в фокальной плоскости, а также интенсивность и фаза в объектной плоскости  
для неудачных случаев оптимизации из табл. 3 

 
Ведущие 

коэффициенты 

Интенсивность 
в объектной 
плоскости 

Фаза 
в объектной 
плоскости 

1 
0,–3 

rms = 0,010259 

|c0,–1|2 = 0,539669 
|c1,–1|2 = 0,165052 
|c0,1|2 = 0,166167 
|c1,1|2 = 0,110935 

  

4 
0,–1, 0,1 

rms = 0,006648 

|c0,–1|2 = 0,529411 
|c0,1|2 = 0,172099 
|c1,–1|2 = 0,165169 
|c1,1|2 = 0,111328 

  

5 
0,–5 

rms = 0,030692 

|c0,–3|2 = 0,689461 
|c0,–1|2 = 0,198209 
|c0,–5|2 = 0,072903 

  

6 
1,–1, 1,1 

rms = 0,006648 

|c0,–1|2 = 0,529412 
|c0,1|2 = 0,172099 
|c1,–1|2 = 0,165169 
|c1,1|2 = 0,111328 

  

8 
1,–5 

rms = 0,049819 

|c0,–3|2 = 0,733683 
|c0,–1|2 = 0,125840 
|c0,–5|2 = 0,078115 

  

9 
1,–3 

rms = 0,052567 
|c0,–3|2 = 0,579842 
|c0,–5|2 = 0,347810 

  

12 
2,5 

rms = 0,051376 

|c0,–3|2 = 0,584712 
|c0,–1|2 = 0,191269 
|c0,–5|2 = 0,136131 
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Рис. 2. Графики СКО для 5 этапов:  

точечная линия – начиная с 0,–3 (первая строка табл. 3), 
сплошная линия – 0,2 (вторая строка табл. 3),  

пунктирная линия – 1,–4 (седьмая строка табл. 3) 

4. Применение метода к экспериментальным 
картинам интенсивности  

В предыдущих параграфах распознавание выпол-
нялось в идеальных условиях, когда точно известны 
параметры оптической схемы (фокус, длина волны, 
размеры фокальной области, радиус перетяжки Гаус-
сова пучка). В реальности это не так. Кроме того, 
изображение может быть искажено, смещено и зашум-
лено. С учетом этих неопределенностей изменится по-
становка задачи. В этом случае удобнее перейти в де-
картовы координаты: 

    2

0 0 0 0, , d d

min ,

R R

R R

v I x x y y I x y x y

 

      



   (7) 

где    0 0 0 0
,

, ,nm nm
n m

I x x y y c x x y y


      . (8) 

При этом к оптимизируемым параметрам добав-
ляются параметры x0, y0, v0, 0, которые позволяют ча-
стично нивелировать погрешности формирования 
экспериментальных распределений. Длину волны 
можно выбрать произвольно, например  = 0,0006 мм. 
Размер фокальной области определим по размерам 
изображения, положив шаг дискретизации 0,002 мм. 
В табл. 5 приведены результаты восстановления экс-
периментальных распределений интенсивности.  

На рис. 3 и 4 показана сходимость процесса опти-
мизации для рассмотренных экспериментальных рас-
пределений. На рис. 3 видно, что на первых этапах 
СКО снижается, а потом стабилизируется. Т.е. добав-
ление мод в композицию не уменьшает СКО. Далее 
требуется расширить список допустимых мод. На 
рис. 4 видно, что борьба с шумами существенно ис-
кажает коэффициенты требуемых мод.  

На рис. 4 видно, что для суперпозиции 5,1+5,–1 

+24,3+24,–3 найдено неудачное решение. Но даже в 
этом случае СКО понижается с каждым этапом. Кро-
ме этого, надо отметить, что в этом случае моды, 
участвующие в суперпозиции, не используются. При 
попытке оптимизировать коэффициенты только требу-
емых мод было достигнуто СКО = 0,717, что соизме-
римо с результатом первого этапа (0,732). Если же 
продолжить оптимизацию, начиная с найденного ре-
шения, то коэффициенты требуемых мод сбрасывают-
ся до 0. Это говорит о том, что искажения настолько 

велики, что предложенное изображение ближе к дру-
гой композиции мод.  

При этом выдаются нормы нормированных коэффи-
циентов мод. Коэффициенты нормируются по сумме 
норм всех коэффициентов. Это допустимо, т.к. умноже-
ние всех коэффициентов на одно и то же число изменит 
интенсивность каждой точки, но не изменит изображе-
ние. В то же время нормирование коэффициентов суще-
ственно упрощает анализ коэффициентов.  

 
Рис. 3. Графики СКО для тестовых распределений 
интенсивности на разных этапах (ось абсцисс) 

 для 1,1+1,–1 – точечная линия, 2,2+2,–2 – сплошная 
линия, 4,0 – пунктирная линия, 5,1+5,–1+24,3+24,–3 – 

штрихпунктирная линия 

 
Рис. 4. Графики суммы нормализованных интенсивностей 
коэффициентов требуемых мод на разных этапах (ось 
абсцисс); для 1,1+1,–1 – точечная линия, 2,2+2,–2 – 

сплошная линия, 4,0 – пунктирная линия,  
5,1+5,–1+24,3+24,–3 – штрихпунктирная линия 

Более детально динамика сходимости коэффициен-
тов для удачных решений показана на рис. 5 (строка 1 
в табл. 5) и рис. 6 (строка 2 в табл. 5).  

 
Рис. 5. Графики интенсивностей коэффициентов мод 
1,1+1,–1 на разных этапах (ось абсцисс). Графики: 

сплошная линия – для суммы интенсивностей, пунктирная 
линия – для 1,1, точечная линия – для 1,–1 

 
Рис. 6. Графики интенсивностей коэффициентов мод 
2,2+2,–2 на разных этапах (ось абсцисс). Графики: 

сплошная линия – для суммы интенсивностей, пунктирная 
линия – для 2,2, точечная линия – для 2,–2 
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Для 4,0 подробный график не приводится, т.к. в 
композиции одна мода. Для 5,1+5,–1+24,3+24,–3 

подробный график не приводится, т.к. все коэффици-
енты равны 0. 

Табл. 5. Результаты распознавания экспериментальных распределений интенсивности (негативные изображения) 

  Эксперимент Точное решение Этап 1 Этап 5 Этап 19 

1 
1,1

 + 1,–1 
 

   
rms = 0,36229 

 
rms = 0,198254 

 
rms = 0,097075 

2 
2,2

 + 2,–2 
 

   
rms = 0,488757 

 
rms = 0,230821 

 
rms = 0,139284 

3 
4,0 

 

   
rms = 0,403362 

 
rms = 0,288362 

 
rms = 0,187264 

4 

5,1
 + 5,–1+ 

+24,3+ 
+24,–3 

 
   

rms = 0,731994 
 

rms = 0,485017 
 

rms = 0,183213 
 

Учитывая, что «парные» моды рассматриваются 
как одна мода, все моды хорошо распознаются на 
первом этапе. Дальнейшая оптимизация компенсиру-
ет шум и недостатки качества исходных изображе-
ний. При этом коэффициенты распознаваемых мод 
искажаются, но изображение получаемых суперпози-
ций больше похоже на заданное изображение интен-
сивности. 

Графики СКО для разных этапов аппроксимации 
экспериментальных изображений (рис. 7) качествен-
но отличаются от аппроксимации для тестовых изоб-
ражений. Для тестов достижение глобального мини-
мума видно по нулевому СКО. Здесь график СКО 
быстро достигает некоторого минимума, далее прак-
тически не снижаясь. Для уменьшения СКО требует-
ся добавление мод более высокого порядка. 

Заключение 

В данной работе предложена эффективная поэтап-
ная оптимизационная процедура на основе алгоритма 
Левенберга–Марквардта в задаче восстановления ком-
плексных коэффициентов суперпозиции мод Лагерра–
Гаусса по интенсивности поля в фокальной плоскости. 
Исследования показали, что сходимость поэтапной оп-
тимизации лучше, чем при обычной оптимизации па-

раметров всех мод. При реализации предложенной 
процедуры выделение «парных» мод сокращает число 
этапов и улучшает сходимость. При аппроксимации 
экспериментальных распределений интенсивности 
наличие искажений в изображении интенсивности 
приводит к увеличению числа паразитных мод и иска-
жению коэффициентов основных мод. 

 
Рис. 7. Графики СКО для экспериментальных 

распределений интенсивности на разных этапах для 1,0 
(сплошная линия), 1,1 (точечная линия), 3,6 (штриховая 
линия, короткий штрих), 2,4 (штриховая линия, длинный 

штрих), 0,5+5,0 (штрихпунктирная линия) 

Одним из применений предложенной процедуры 
может быть оптическая связь. Для обработки прини-
маемых распределений интенсивности мультиплек-
сированного оптического сигнала, прошедшего через 
турбулентную атмосферу, должна быть предусмотре-
на процедура создания таблиц типовых распределе-
ний интенсивности, возникающих в оптическом трак-
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те. После восстановления коэффициентов мод предло-
женной оптимизационной процедурой каждому распре-
делению интенсивности из таблицы ставится в соответ-
ствие набор коэффициентов, и в дальнейшем система 
распознавания может функционировать по одному из 
известных алгоритмов корреляционного анализа. 
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Abstract  

In this paper, we consider a problem of reconstructing complex coefficients of the coherent su-
perposition of Laguerre–Gaussian modes from the field intensity in a plane perpendicular to the 
propagation axis at a given distance using the Levenberg–Marquardt and Brent algorithm. The ef-
ficiency of using stage-by-stage optimization to restore complex coefficients of a superposition is 
demonstrated not only on model, but also on experimental intensity distributions. The algorithm 
can be used in optical information transmission through a turbulent atmosphere to process the re-
ceived intensity distribution of the optical signal. 
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