
http://www.computeroptics.ru journal@computeroptics.ru 

828 Computer Optics, 2021, Vol. 45(6)   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1036 

Формирование векторного пучка 
с помощью конической преломляющей поверхности 

М.С. Губаев 1,2, С.А. Дегтярев 1,2, Ю.С. Стрелков 1,2, С.Г. Волотовский 1, Н.А. Ивлиев 1,2, С.Н. Хонина 1,2 

1 ИСОИ РАН – филиал ФНИЦ «Кристаллография и фотоника» РАН,  
443001, Россия, Самарская область, г. Самара, ул. Молодогвардейская, д. 151; 

2 Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королёва,  
443086, Россия, Самарская область, г. Самара, Московское шоссе, д. 34 

Аннотация 

В данной работе для формирования азимутально-поляризованного пучка предлагается 
использовать рефракционный конический аксикон. Исследованы поляризационные состоя-
ния лучей при прохождении через границы раздела сред, а также преобразования поляри-
зации с помощью аксикона с использованием собственной разработанной программы по 
трассированию лучей с учётом поляризации и отображения эллипсов поляризации. Описание 
состояния поляризации осуществлялось с использованием нотации Джонса и с учётом вы-
полнения закона сохранения энергии. Выведены и реализованы формулы для вычисления 
вектора Джонса в различных лучевых базисах и базисах поверхности, а также перевода 
вектора Джонса из одного базиса в другой. Разработаны алгоритмы отображения эллипсов 
поляризации на одной плоскости для пучков, не являющихся плоскопараллельными. Рас-
считан и показан ход лучей в трёхмерном аксиконе с учётом поляризации. 
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Введение 

Изначально аксикон был известен как конический 
оптический элемент, формирующий протяжённое 
вдоль оптической оси изображение [1]. В классиче-
ской оптике аксиконы, в том числе дифракционные 
аналоги, используются для генерации пучков Бесселя, 
обладающих бездифракционными свойствами [2, 3]. 
Нулевой порядок таких пучков имеет центральное 
пятно, диаметр которого по полуспаду интенсивности 
FWHM = 0,36λ [4], что на 37 % меньше, чем размер 
диска Эйри, формируемого линзой с той же числовой 
апертурой (FWHM = 0,5λ). Данный факт делает ак-
сиконы перспективными в приложениях, где необхо-
димо формирование компактной в поперечном 
направлении и протяжённой в продольном направле-
нии области фокуса [5, 6]. 

Широкая востребованность аксиконов во множе-
стве приложений привела к различным модификациям 
классической конической призмы: узкие микроакси-
коны или конические волоконно-оптические зонды 
[7 – 10], градиентные аксиконы [11], аксиконы в со-
четании со спиральной фазовой пластинкой (СФП) 
[12, 13], а также логарифмические аксиконы [14, 15], 
аксиконы с нелинейными профилями [16, 17], 
«сморщенные» [18] и скрученные [19] аксиконы. По-

добные модификации часто используются для острой 
фокусировки лазерного излучения [20, 21], в том 
числе с целью усиления продольной компоненты 
электрического поля [22], которая важна в таких 
приложениях, как микроскопия, высокоразрешающая 
метрология, ускорение электронов и обработка мате-
риалов [23]. Кроме того, аксиконы применяются для 
формирования 3D-распределений интенсивности 
[24 – 27] и поляризационных преобразований в ани-
зотропных средах [28 – 30]. Стоит отметить, что в 
последнем случае, как правило, используются ди-
фракционные аксиконы, в том числе реализованные с 
использованием пространственных модуляторов света 
(ПМС), для формирования конического волнового 
фронта с заданным углом наклона к оптической оси. 
Это позволяет формировать цилиндрические вектор-
ные пучки при многократных переотражениях в стопе 
стеклянных пластинок [31], а также при прохождении 
поляризационных плёнок или кристаллов [32]. 

Структурированные лазерные пучки в последнее 
время привлекают повышенное внимание в связи с 
перспективностью их взаимодействия с азополиме-
рами [33, 34], которые являются фоточувствитель-
ными материалами, содержащими азофункциональ-
ные группы. Отличительной особенностью таких ве-
ществ является обратимая фотоизомеризация и мас-
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соперенос, индуцируемый оптическими силами. По-
ляризационная анизотропия плёнок азополимера 
позволяет применять пучки с радиальной и азиму-
тальной поляризацией как для анализа молекулярной 
структуры азополимера [35], так и для формирования 
сложного микрорельефа на его поверхности [36, 37]. 
Выпуклые или вогнутые аксиконы с углом Брюстера в 
этом случае могут использоваться для генерации 
указанных неоднородных поляризаций [38 – 40]. 

Научная новизна работы заключается в том, что 
классический элемент – конический рефракционный 
аксикон – предложен в качестве поляризующего эле-
мента, где происходит двукратное взаимодействие с 
конической поверхностью. В отличие от результатов 
[39], где предложен аксикон с многослойным покры-
тием, в настоящей работе предложен аксикон без по-
крытия. Снижение дифракционной эффективности 
компенсируется необязательностью нанесения мно-
гослойного покрытия. В работе [40] предложено со-
здавать азимутальную поляризацию с помощью ко-
нической выемки, после которой пучок расходится. 
Мы же предлагаем в данной работе коллимировать 
пучок путем повторного взаимодействия с конической 
поверхностью. 

В данной работе в геометрооптическом прибли-
жении рассматривается рефракционный аксикон как 
поляризационный преобразователь. Как правило, при 
расчёте оптических систем используется трассировка 
лучей. Если числовая апертура невелика, то при рас-
чёте отсутствует необходимость учёта поляризации. 
Однако при высоких числовых апертурах лучи падают 
на преломляющие поверхности оптической системы 
под большими углами, в результате чего требуется 
учитывать поляризационное состояние лучей. 

1. Формулы отражения и преломления 

Алгоритмы трассировки лучей реализованы на 
языке Python 3.7 на основе законов отражения и пре-
ломления в векторной форме. 

Закон отражения имеет следующий вид: 

2( , )e' e e n n 
    

, (1) 

здесь e'


 – вектор направления отражённого луча, e


 – 
вектор направления падающего луча, n


 – нормаль к 

отражающей поверхности. 
Закон преломления имеет следующий вид: 

 
 

2 2
2 1
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,
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здесь e'


 – вектор направления преломлённого луча, 
e


 – вектор направления падающего луча, n


 – нор-
маль к отражающей поверхности, n1 – показатель 
преломления среды, в которой распространяется па-
дающий луч, n2 – показатель преломления среды, в 
которой распространяется преломлённый луч. 

Если выражение под знаком корня меньше 0, то 
имеет место полное внутреннее отражение, луч 
будет отражаться, и его направление определяется 
по формуле (1). 

Иллюстрация хода лучей через эллипс, полученная 
с помощью разработанной программы, показана на 
рис. 1. 

 
Рис. 1. Иллюстрация хода лучей через эллипс 

2. Поляризация при трассировке лучей 

В работе описание поляризации проводится с ис-
пользованием нотации Джонса. Вектор Джонса – это 
комплексный вектор, однозначно определяющий со-
стояние поляризации электрического поля монохро-
матического света: 

1

2

.
E

E
E

 
  
 


 (3) 

Для того чтобы приписать лучу состояние поля-
ризации в виде вектора Джонса, необходимо опреде-
лить базис луча: тангент и битангент: 

t

b

 
  
 


 . (4) 

Базисные векторы t


 и b


 вместе с вектором 
направления луча образуют тройку взаимно ортого-
нальных векторов. В базисе луча (4) задаётся вектор 
Джонса: 

t bE t E b


. (5) 

При расчёте состояния поляризации луча, прошед-
шего границу раздела двух сред, необходимо знать s- и 
p-составляющие падающего луча. На рис. 2 показано 
взаимное расположение векторов s


, p


, n


 и e


. 
Найдём векторы s


 и p


. 

Если вектор e


 коллинеарен n


, то падение на 
поверхность ортогональное, следовательно, прелом-
лённый луч будет иметь такое же направление, что и 
падающий. Отражённый – отразится в противопо-
ложную сторону. Тогда направления векторов s


 и 
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p


 можно выбирать произвольными, допустим, сов-
падающими с векторами t


 и b


. 

 
Рис. 2. Взаимное расположение векторов s


, p


, n


 и e


 

В противном случае векторы s


 и p


 рассчиты-
ваются по следующим формулам. 
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Теперь найдем s- и p-компоненты вектора Джонса. 
Это проекции вектора Джонса t bE t E b


 на векторы 

s


 и p


 соответственно: 
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 

. (9) 

Теперь пересчитываем s'- и p'-компоненты пре-
ломлённого луча по формулам Френеля для амплитуд 
электрического вектора. 

Преломлённый луч будет иметь следующие ком-
поненты вектора Джонса: 
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Отражённый луч будет иметь следующие компо-
ненты вектора Джонса: 

2 1
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За тангент и битангент нового луча, в котором за-
даны компоненты вектора Джонса (10) – (13), следует 
принять s' и p': 

s' s
 

, (14) 

.
e' s

p
e' s
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Здесь e' – направление преломлённого луча. 
Для проверки расчётов можно использовать закон 

сохранения энергии в следующем виде: 
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где  и  – углы падения и преломления соответ-
ственно: 

 cos ,e n 
 

, (17) 

 cos ,e n 
 

, (18) 

здесь e'


 – вектор направления преломлённого луча. 
При переходе из одного базиса в другой по фор-

мулам (6), (7) и (14), (15) закон сохранения энергии 
будет иметь следующий вид: 

   2 2 2 2| | | | | | | |p' s' p sE E E E   . (19) 

Рассмотрим случай полного внутреннего отражения. 
Амплитуда p-компоненты электрического поля 

выражается формулой: 
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Амплитуда s-компоненты: 
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 (21) 

Можно обратить внимание, что модули ампли-
тудных коэффициентов отражения равны 1, что го-
ворит о полном отражении энергии. Но наличие 
мнимой части говорит о смещении фаз. При пересчёте 
нового значения вектора Джонса по двум предыду-
щим формулам фазовая добавка будет учтена авто-
матически. 

3. Визуализация эллипса поляризации 

Поляризация монохроматической волны одно-
значно определяется с помощью эллипса поляризации 
(рис. 3), который можно описать величинами, которые 
перечислены ниже. 

Здесь И – азимутальный угол ориентации эллипса 
поляризованного излучения, описывающий угол 
между произвольно выбранной фиксированной ли-
нией на плоскости, перпендикулярной направлению 
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распространения оптического излучения (осью X) и 
большой полуосью эллипса, по которому поляризо-
вано излучение. Положительным направлением от-
счёта угла И считается направление против часовой 
стрелки при наблюдении навстречу направлению 
распространения света 

 α .
2 2

И
 

    (22) 

Эллиптичность е – отношение длин малой полуоси 
b и большой полуоси a эллипса. 

.
b

e
a

  (23) 

 
Рис. 3. Параметры эллипса поляризации 

Направление обхода эллипса поляризации в дан-
ной работе выбирается по следующему правилу. Если 
электрическая компонента вектора в некоторой точке 
пространства вращается по часовой стрелке для 
наблюдателя, смотрящего против направления рас-
пространения электромагнитной волны, то поляри-
зация называется правой эллиптической. Данную ин-
формацию более логично хранить вместе с эллиптич-
ностью, как её знак. Эллиптичность считается положи-
тельной, если поляризация правая; эллиптичность счи-
тается отрицательной, если поляризация левая. 

Амплитуда эллиптического колебания: 

2 2 .A a b   (24) 

Так же используется величина, называемая углом 
эллиптичности β: 

arctg .e   (25) 

Угол эллиптичности ограничен диапазоном: 

 .
4 4

 
     (26) 

Тогда коэффициенты растяжения по собственным 
осям эллипса поляризации можно записать как 

cos , sin .a A b A     (27) 

Для вычисления параметров эллипса поляризации 
по координатам вектора Джонса необходим ком-
плексный параметр эллиптичности 

χ .y

x

E

E
  (28) 

Для иллюстрации эллипсов поляризации необхо-
димы такие параметры, как азимутальный угол и угол 
эллиптичности, которые можно найти из следующих 
соотношений: 

 
2

2Re χ
2 tgα .

1 χ
И 


 (29) 

 
2

2Im
sin 2 .

1


 

 
 (30) 

При этом если β = 0, то поляризация будет линей-
ной и будет зависеть от И. 

Поляризационная передаточная функция имеет 
особенность, если компонента Ex близка к нулю. В 
таком случае мы имеем вертикальную поляризацию с 
параметрами И =  / 2 и β = 0. 

Из формулы для азимутального угла эллипса по-
ляризации видно, что при | χ | = 1 в (29) происходит 
деление на ноль, но это же значение соответствует 
углу π / 4 или (–π) / 4 в зависимости от знака Re (χ). 

4. Эллипсы поляризации лучей пучка, 
не являющегося плоскопараллельным 

Визуальное представление эллипса поляризации в 
плоскопараллельном пучке не вызывает затруднений. 
Все эллипсы плоскопараллельного пучка лежат в од-
ной плоскости. В случае же неплоскопараллельного 
пучка векторы направления лучей имеют различные 
направления, и эллипсы поляризации лежат в раз-
личных плоскостях. 

Мы будем визуализировать поляризацию неплос-
копараллельного пучка следующим образом. Пусть 
плоскость, в которой требуется визуализировать по-
ляризацию пучка, перпендикулярна оси Z (рис. 4). 
Направление луча e


, тангент p


 и битангент s


 

имеют произвольную ориентацию в пространстве, как 
показано на рис. 2. Пусть OA – проекция направления 
e


 на плоскость ZY, ОB – проекция e


 на плоскость 
ZX,  – угол между ОА и осью Z,  – угол между ОВ и 
осью Z. 

 
Рис. 4. Взаимное расположение эллипса поляризации 

и базисных векторов тангента и битангента луча s


, p


 

и лабораторной системы координат 

Произведём два последовательных поворота систе-
мы ориентации луча e


, s


, p


 таким образом, чтобы 
вектор e


 был направлен вдоль оси z. Тогда тангент p


 

и битангент s


 будут лежать в плоскости XY. 
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Базисные векторы s'


, p'


 нового эллипса поля-
ризации, повёрнутого до совпадения с плоскостью xy, 
будут выражаться формулами: 

y xp R R p 
 

, (31) 

y xs R R s 
 

. (32) 

Матрицы Rx, Ry являются матрицами поворота на 
заданный угол относительно осей x и y соответствен-
но. Поворот относительно оси х осуществляется на 
угол  против часовой стрелки, если смотреть против 
направления соответствующей оси. Поворот относи-
тельно оси y осуществляется на угол β по часовой 
стрелке, если смотреть против направления соответ-
ствующей оси. 

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos
xR

 
     
   

, (33) 

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos
yR

   
   
   

. (34) 

Углы  и β находятся по следующим формулам: 

 2 ,y zatan e e  , (35) 

 1 12 ,x zatan e e  , (36) 

где  

 1 1 1,x z xe e e R e 
 

. (37) 

Однако вектора Джонса по-прежнему заданы в 
локальных базисах s'


, p'


. Для отображения эллип-
сов поляризации на одном рисунке необходимо пе-
ревести вектора Джонса в базис, задающий направ-
ления осей координат рисунка: 

1

0

 
 
 

, 
0

1

 
 
 

. (38) 

Для этого используем формулы (8), (9). 

5. Пересечение луча с поверхностью 
второго порядка 

Поверхность описывается следующей квадратич-
ной формой: 

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

1 0.

1

a a a a x

a a a a y
x y z

a a a a z

a a a a

   
   
    
   
   
   

 (39) 

Или можно переписать в виде: 

44 0Tr Ar Br a  
  

, (40) 

где  

x

r y

z

 
   
  


, 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
   
  

, 

   14 24 34 41 42 43B a a a a a a 


. 

Уравнение луча имеет вид: 

0r r et 
  

, (41) 

где 0r


 – точка начала луча, e


 – направление луча, t – 
длина луча. В формуле (32) единственным неизвест-
ным параметром является длина луча t. 

Подставив (32) в (31), получим: 

   2
0 0

0 0 0 44

, ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 0.

T T T

T

e Ae t e Ar r Ae B e t

B r r Ar a

   

   

      

     (42) 

Данное квадратное уравнение можно решить и 
найти t. Когда будет найден параметр t , тогда не со-
ставит труда найти координаты точки пересечения 
луча и рассматриваемой поверхности по формуле (32). 

6. Нормаль к поверхности второго порядка 

В общем виде нормаль к поверхности задаётся в 
виде градиента от неявной функции, задающей урав-
нение поверхности: 

   

     

d

d

, , , , , ,
, , ,

F r
n r

r

F x y z F x y z F x y z

x y z

 

          


 


 (43) 

где ( )F r


 – левая часть уравнения (30). 
После несложных преобразований получаем зна-

чение вектора нормали в некоторой точке 0r


: 

 

11 12 13 14

21 22 23 24
0

31 32 33 34

11 21 31 41

12 22 32 42
0

13 23 33 43

0 0 0 0

{ ,1} {0,0,0,1 .}

0 0 0 0

T T

a a a a

a a a a
n r

a a a a

a a a a

a a a a
r

a a a a



 



 
 
    



 
 
 
 
 









 



 (44) 

Уравнение, определяющее коническую поверх-
ность, имеет вид: 

   

2

2

2

1
0 0 0

1
0 0 0

1 0,
1

0 0 0 1

0 0 0 0

a x

y
F r x y z b

z

c

 
 

  
  
    
  
     

 
 


 (45) 
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где a, b, c – геометрические параметры конической 
поверхности. 

Ход лучей в аксиконе представлен на рис. 5. 

 
Рис. 5. Ход лучей в аксиконе. Пучок падает  

на основание аксикона снизу вверх 

Очевидно, что принятие в рассмотрение состояния 
поляризации и френелевских отражений приводит к ре-
зультату, отличному от классической теории аксикона. 

7. Формирование азимутально-поляризованного 
пучка с помощью аксикона 

Пусть плоскопараллельный пучок с круговой по-
ляризацией падает на основание аксикона под прямым 
углом. Тогда данный пучок не изменит своего 
направления после прохождения через основание. 
Если выбрать угол при вершине аксикона равным  

   1 2/ 2 crtg /aaxicon n n    , (46) 

то лучи рассматриваемого пучка будут падать на бо-
ковую поверхность аксикона под углом Брюстера. 
Тогда отражённые от боковой поверхности лучи будут 
полностью s-поляризованными. Это означает, что от-
ражённый пучок имеет азимутальную поляризацию. 

На рис. 6 показаны состояния лучей после первого 
отражения от боковой стенки. В данном случае эллипс 
поляризации вырождается в линию, т.к. отражённый 
луч полностью s-поляризован. Необходимо обратить 
внимание на то, что каждая линия поляризации отоб-
ражается в локальном s- и p-базисе каждого луча (см. 
формулы (6), (7)), причём на рис. 6 s-вектор ориен-
тирован вертикально, p-вектор ориентирован гори-
зонтально. 

Если привести вырожденные эллипсы с рис. 6 к 
лабораторному базису, то получим картину, пока-
занную на рис. 7. 

На рис. 7 мы можем видеть, что пучок, претер-
певший первое отражение от конической поверхности 
аксикона, имеет азимутальную поляризацию. 

8. Второе взаимодействие с поверхностью 

Однако после первого взаимодействия азиму-
тально-поляризованный пучок является расходящим-
ся и, более того, остается в теле аксикона. Мы хотим 

добиться, чтобы из аксикона выходил коллимиро-
ванный пучок. Покажем, что этого можно достичь 
путем повторного взаимодействия с поверхностью 
аксикона, как это показано на рис. 8. Уже на данном 
этапе можно сказать, что все паразитные пучки имеют 
угол расходимости, отличный от угла расходимости 
полезного пучка. Однако вопрос диафрагмирования 
остается для дальнейшего исследования. 

Наибольший интерес представляет пучок после 
второго взаимодействия, чтобы пучок после отраже-
ния преломился на конической поверхности и стал 
распространяться вперёд. 

На рис. 8 показана схема распространения луча, 
падающего перпендикулярно на аксикон. 

Угол Брюстера рассчитывается по формуле: 

2

1

arctan
n

n

 
   

 
, (47) 

где n1 – показатель преломления аксикона, n2 – пока-
затель преломления окружающей среды. 

Если луч падает на поверхность аксикона под 
углом Брюстера, то угол аксикона выражается фор-
мулой: 

1 /2     . (48) 

После этого луч отражается и падает во второй раз 
на поверхность аксикона с диаметрально противопо-
ложной стороны. Угол падения при повторном паде-
нии будет иметь вид: 

2 13 3 /2       . (49) 

Построим на рис. 9 графики зависимости углов 
(38) и (40) от показателя преломления. На данном 
графике видно, что последний угол падения 2 имеет 
излом. Это происходит из-за полного внутреннего 
отражения при повторном взаимодействии и падении 
луча на коническую поверхность в третий раз. По-
дробнее ход лучей в аксиконе описан в [10]. 

Из рис. 9 видно, что при значении показателя 
преломления вещества аксикона, равного 1,17, после 
повторного взаимодействия с конической поверхно-
стью луч претерпевает полное внутреннее отражение 
и отражается назад. Критический угол повторного 
падения выражается формулой: 

2
3 1

1

3 3 arcsin
2

n

n

          
 

, (50) 

1 2

1

2arcsin
2

arctan
3

n

n

n

n

          
 

. (51) 

Из последнего равенства (42) найден критический 
относительный показатель преломления, при котором 
происходит полное внутреннее отражение при по-
вторном взаимодействии луча. 
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Рис. 6. Вырожденные эллипсы поляризации, ориентированные по локальному базисному s-вектору каждого луча 

Заключение 

В работе предложен ординарный рефракционный 
конический аксикон для формирования азимуталь-
но-поляризованного пучка. Помимо формирования 
пучка, показана возможность коллимации пучка. 

Рассчитан относительный показатель преломле-
ния, при котором азимутально-поляризованный пучок 
выходит из аксикона. Данный показатель преломле-
ния равен 1,17. 

Приведена теория трассировки лучей с учётом 
поляризации, описана логика программной реализа-
ции, приведены примеры расчёта хода лучей. 

Показано значительное отклонение от классиче-
ской теории работы аксикона, которое заключается во 
множественных переотражениях лучей и изменении 
поляризации в силу формул Френеля. 

Дальнейшее исследование будет посвящено более 
детальному исследованию возможности фильтрации 
полезного азимутально-поляризованного пучка за 
счет диафрагмирования паразитных пучков смешан-
ных поляризаций. 
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Рис. 7. Вырожденные эллипсы поляризации, изображенные в лабораторном базисе.  

Плоскость изображения перпендикулярна оси аксикона OZ 
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Abstract 

We propose to use a refractive conical axicon for generating azimutally polarized beams. We 
investigate polarization states of optical rays passing through an interface between optical media, 
and also polarization transformation with a refractive axicon. We develop a software for raytracing 
which correctly processes polarization states of the rays and visualizes ellipses of polarization. The 
polarization state is described in the Jones notation and based on the energy conservation law. We 
derive and implement formulas for calculating the Jones vector in different bases, as well as trans-
ferring the Jones vector from one basis to another. Algorithms for displaying polarization ellipses on 
one plane for beams that are not plane-parallel have been developed. Ray paths in a 
three-dimensional axicon are calculated and shown with due regard for polarization. 

Keywords: ray optics, axicon, polarization, Fresnel coefficients, azimutally polarized beam. 
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