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Аннотация 

В статье рассматриваются обратные задачи расчёта оптических элементов для формиро-
вания заданных распределений освещённости, которые могут быть переформулированы как 
задачи перемещения масс Монжа–Канторовича. Для всех задач такого типа мы единообраз-
но формулируем метод опорных квадрик и показываем, что он совпадает с градиентным 
методом для нахождения максимума некоторой вогнутой функции. 
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Введение 

Задача расчёта преломляющей или отражающей 
оптической поверхности из условия формирования 
заданного распределения освещённости в некоторой 
области относится к классу обратных задач неизоб-
ражающей оптики и является крайне сложной. В при-
ближении геометрической оптики данная задача сво-
дится к решению нелинейного дифференциального 
уравнения (НДУ) эллиптического типа. Решение это-
го НДУ является сложной теоретической и вычисли-
тельной задачей. Несмотря на то, что для решения 
данного НДУ были предложены различные конечно-
разностные методы [1 – 7], расчёт оптических элемен-
тов в рамках такого подхода является сложным и 
имеет ограничения. В частности, формулировка зада-
чи расчёта оптического элемента в виде НДУ предпо-
лагает, что рассчитываемые поверхности оптического 
элемента являются гладкими. Требование гладкости 
ограничивает класс распределений освещённости, ко-
торые могут быть сформированы оптическим элемен-
том. Например, оптический элемент с гладкими по-
верхностями не позволяет сформировать распределе-
ние освещённости, определённое в несвязной области 
или в области с негладкими границами. 

Одним из наиболее универсальных подходов к 
данной задаче является метод опорных квадрик [8 –
 10]. Он состоит в следующем. Требуемое распреде-
ление освещённости приближается дискретным рас-

пределением, сосредоточенным в конечном числе то-
чек. Оптический элемент представляется в виде ку-
сочно-гладкой поверхности, состоящей из фрагмен-
тов оптических элементов, каждый из которых фоку-
сирует падающий на элемент пучок в одну точку. В 
зависимости от задачи эти поверхности могут быть 
параболоидами вращения, эллипсоидами, гиперболо-
идами или более сложными поверхностями (напри-
мер, [10]). Далее параметры фрагментов подбираются 
итерационно в зависимости от того, насколько отли-
чается количество энергии, приходящее в каждую 
точку, от требуемого значения. 

Мы рассматриваем задачи неизображающей опти-
ки, формулируемые в виде задачи перемещения масс 
Монжа–Канторовича. В первом параграфе данной 
статьи мы приводим описание всех оптических эле-
ментов, для которых известно к настоящему моменту, 
что задача расчёта элемента из условия формирова-
ния заданного распределения освещённости может 
быть представлена в виде задачи перемещения масс. 
Для всех этих задач мы единообразно формулируем 
метод опорных квадрик (МОК), доказывая его совпа-
дение с градиентным методом для нахождения мак-
симума некоторой вогнутой функции. Это переносит 
результаты статьи [11] на широкий класс задач. 

В статьях [8, 9] в качестве критерия качества в 
МОК используется среднеквадратичное отклонение 
между формируемым и требуемым распределениями, 
которое в процессе работы алгоритма меняется не-
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тривиальным образом. Результат данной статьи поз-
воляет использовать другой критерий качества для 
описанного ряда задач, который имеет некоторые 
преимущества по сравнению со среднеквадратичным 
отклонением, в частности, в процессе работы алго-
ритма опорных квадрик изменяется монотонно. 

Статья организована следующим образом. В пер-
вом параграфе описываются оптические элементы, 
для которых задача расчёта из условия формирования 
заданного распределения освещённости может быть 
переформулирована как задача перемещения масс 
Монжа–Канторовича, а также их представления в ви-
де огибающих специального вида. Во втором пара-
графе мы единообразно формулируем задачу расчёта 
оптического элемента из условия формирования за-
данного распределения освещённости. В третьем па-
раграфе мы формулируем итерационный метод опор-
ных квадрик для расчёта описанных оптических эле-
ментов. Затем в четвёртом параграфе показываем, что 
МОК является градиентным методом для поиска мак-
симума некоторой выпуклой функции. В последнем 
параграфе мы приводим два примера расчёта прелом-
ляющих элементов, формирующих заданные распре-
деления освещённости в дальней зоне. На первом из 
них мы иллюстрируем преимущества рассмотрения в 
качестве критерия сходимости метода опорных квад-
рик предложенной выпуклой функции перед средне-
квадратическим отклонением. В статье использована 
единая сквозная нумерация определений, теорем, 
лемм и утверждений. 

1. Описания рассматриваемых задач  
и представление поверхностей  

оптических элементов в виде огибающих 

В данном параграфе мы кратко опишем несколько 
оптических элементов, для которых задачи формиро-
вания заданных распределений освещённости допус-
кают переформулировку в виде задачи перемещения 
масс (ЗПМ) Монжа–Канторовича с некоторой функ-
цией стоимости . Данные оптические элементы рас-
смотрены в отдельных работах [11 – 23]. Для каждого 
элемента мы введём понятие прямой  и т.н. двой-
ственной функции  и лучевого отображения T. В 
следующем параграфе мы, используя введённые обо-
значения, приводим общую для всех оптических эле-
ментов формулировку проблемы в терминах функций 
, T и функций I, L, представляющих интенсивность 
источника и требуемое распределение освещённости 
(или интенсивности). 

1.1. Преломляющий (отражающий) элемент, 
 формирующий заданное распределение 

 интенсивности при точечном источнике 

Пусть имеется точечный источник света, распо-
ложенный в начале координат в трёхмерном про-
странстве с координатами (x1, x2, x3). Рассмотрим еди-

ничную сферу  с центром в начале координат. По-
ложение точки 

2 2
1 2 1 2= ( , , 1 )  x x x x x    

на полусфере x3
 > 0 будем задавать координатами 

x = (x1, x2). Источник света будем характеризовать 
функцией интенсивности I' (x1, x2), x  G, равной све-
товому потоку, излучаемому в единицу телесного уг-
ла. Обозначим d элемент телесного угла, тогда све-
товой поток через область    вычисляется как  

1 2
2 2
1 2

( )
( ) = ( )d = d d .

1 


  

  s
I x

I x x x
x x

 

Далее нам будем удобно характеризовать излуче-
ние источника функцией 

2 2
1 2

( )
( ) = , .

1




 
I x

I x x G
x x

 (1) 

Пусть излучение от точечного источника падает 
на преломляющую поверхность W. Будем считать, 
что показатель преломления среды под поверхностью 
W (в области расположения источника) равен n1, а в 
области над поверхностью – n2. 

Рассмотрим некоторый луч, вышедший из начала 
координат (из источника) с направлением x  . Данный 
луч преломляется на поверхности W и приобретает 
направление единичного вектора 

2 2
1 2 1 2= ( , , 1 )  y y y y y  . 

Это определяет «лучевое отображение» T : G  . 
Отображение T задаёт на сфере  функцию распреде-
ления интенсивности L' ( y) для преломлённого пучка. 
Функция L' ( y) однозначно определяется условием 
сохранения светового потока, который в интеграль-
ной форме имеет вид: 

1( ( )) ( ) ,     S imT   (2) 

где  

1 2

2 2
1 2

( , )
( ) = ( )d = d
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  
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L y y

L y y
y y

–  

световой поток преломлённого пучка через область 
  . Далее мы будем характеризовать распределе-
ние интенсивности преломлённого пучка функцией 

2 2
1 2

( )
( ) = .

1



 
L y

L y
y y

 (3) 

Преломляющую поверхность W удобно задать 
функцией (x) = – ln  (x), где  (x) – расстояние от 
начала координат до поверхности в направлении 

2 2
1 2 1 2= ( , , 1 ). x x x x x  
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Рассматриваемая в данном пункте задача состоит в 
расчёте функции  (x), задающей преломляющую по-
верхность, из условия формирования заданного рас-
пределения интенсивности L ( y), y  D. 

Для решения данной задачи искомую поверх-
ность удобно представить в виде огибающей семей-
ства эллипсоидов , ( ) = ln(1 , ) ln ( )    x yp y x n p y , 
где n = n2

 / n1, p ( y) – фокальный параметр [14], по 
параметрам y = ( y1, y2)  D. Эллипсоид  p,y (x) преоб-
разует падающий сферический пучок от источника в 
коллимированный пучок с направлением y = ( y1, y2). 
Уравнение огибающей семейства эллипсоидов имеет 
вид [14]:  

( ) = ( , ) ( ),

[ ( , ) ( )] = 0,  = 1,2,

 

  i

x x y y

x y y i
y




 (4) 

где  ( y) = ln p ( y) – так называемый двойственный 
параметр, а функция  (x, y) имеет вид 

( , ) = ln(1 , )  x yx y n . (5) 

В [12 – 15] показано, что задача расчёта прелом-
ляющей поверхности из условия формирования за-
данного распределения интенсивности эквивалента 
ЗПМ Монжа–Канторовича с функцией стоимости 
 (x, y), заданной уравнением (5). Формулировка ЗПМ 
приведена в теореме 4 следующего параграфа. 

Формально подставив в (5) n = –1, мы получим 
верные формулы для случая отражающей оптической 
поверхности. Подробно данная задача рассмотрена в 
[12 – 15]. 

1.2. Преломляющий (отражающий) элемент,  
формирующий заданное распределение 
 интенсивности при освещающем пучке  

с плоским волновым фронтом 

Пусть в трёхмерном пространстве с координатами 
(x1, x2, x3) в направлении k = (0, 0, 1) распространяется 
световой пучок с плоским волновым фронтом, име-
ющий в плоскости П, задаваемой уравнением z = 0, 
распределение освещённости I(x), x = (x1, x2)  G. Дан-
ный пучок падает на преломляющую поверхность W, 
задаваемую уравнением z =  (x). Будем считать, что в 
области z <  (x) показатель преломления среды равен 
n1, а в области z >  (x) равен n2. Луч, вышедший из 
точки x = (x1, x2) плоскости z = 0, преломляется на по-
верхности W и приобретает направление единичного 
вектора 

2 2
1 2 1 2= ( , , 1 ) .  y y y y y   

Это определяет лучевое отображение T : G  . Дан-
ное отображение задаёт на сфере  функцию распре-
деления интенсивности L' ( y) для преломлённого 
пучка. Аналогично предыдущему случаю распреде-
ление интенсивности преломлённого пучка будем за-

давать функцией L ( y), определённой формулой (3). 
Функция L ( y) определяется условием сохранения 
светового потока 

1( ( )) ( ) ,
     imT   (6) 

где  

( ) = ( )d


  im L y y –  

световой поток преломленного пучка через область 
на сфере , а  

1

1

( )

( ( )) = ( )d







  
T

T I x x –  

световой поток падающего пучка через соответству-
ющую область плоскости z = 0. 

Рассматриваемая в данном пункте задача состоит 
в расчёте преломляющей поверхности W из условия 
формирования заданного распределения L ( y), y  D. 
Аналогично предыдущему случаю представим по-
верхность z =  (x) в виде огибающей семейства по-
верхностей, преобразующих падающий пучок в пучок 
с плоским волновым фронтом и заданным направле-
нием y = ( y1, y2)  D. В данной задаче такими поверх-
ностями являются плоскости [16] вида 

( , ) ( ), z x y y  (7) 

где  

1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

( , ) = ,
1 1 1 1


     

nx y nx y
x y

n y y n y y
  (8) 

где n = n2
 / n1. Двойственный параметр  (y) в данной 

задаче имеет геометрический смысл смещения плос-
кости (7) относительно начала координат. В результа-
те, так же как и в предыдущем случае, преломляющая 
поверхность z =  (x) может быть представлена в виде 
огибающей семейства плоскостей, задаваемой урав-
нениями (4). 

Данная задача также эквивалента ЗПМ Монжа–
Канторовича с функцией стоимости (8). Формули-
ровка ЗПМ приведена в теореме 4 следующего пара-
графа. Заменой координат можно добиться того, что 
функция стоимости станет квадратичной. Подробнее 
данная задача рассмотрена в [15, 16]. 

Формально подставив n = –1 в выражение (8) для 
функции стоимости , можно получить формулы для 
случая отражающего оптического элемента, форми-
рующего заданное распределение интенсивности. 

1.3. Элемент из двух отражающих поверхностей, 
формирующий заданное распределение освещённости 
и плоский волновой фронт при освещающем пучке 

с плоским волновым фронтом 

Рассмотрим трёхмерное пространство с координа-
тами (x1, x2, z). Пусть в области G плоскости z = 0 за-
дана функция I (x), x = (x1, x2)  G, определяющая рас-
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пределение освещённости коллимированного свето-
вого пучка, распространяющегося в направлении 
k = (0, 0, 1). Пучок падает на оптический элемент с 
двумя отражающими поверхностями. Пусть первая 
поверхность элемента R1 задаётся функцией z =  (x), 
x  G. Зафиксируем некоторую «выходную» плос-
кость z = l, в которой будет рассматриваться преобра-
зованный элементом пучок, и обозначим y = ( y1, y2) 
декартовы координаты на этой плоскости. Вторую 
отражающую поверхность R2 зададим относительно 
выходной плоскости с помощью функции  ( y) сле-
дующим образом z = l – ( y). 

Мы предполагаем, что луч, выходящий из точки 
x  G плоскости z = 0 с направлением k = (0, 0, 1), 
последовательно отражается от двух поверхностей 
R1, R2 и затем попадает в некоторую точку y обла-
сти D в выходной плоскости z = l, сохраняя при 
этом направление k = (0, 0, 1). Это определяет луче-
вое отображение T : G  D. В результате на плоско-
сти z = l формируется некоторое распределение 
освещённости L ( y), определяемое условием сохра-
нения светового потока, которое в данной задаче 
принимает вид:  

1 ( )

( )d = ( )d , .
  

 
T

I x x L y y D  (9) 

Задача состоит в расчёте функций  (x) и  ( y), за-
дающих поверхности элемента, из условия формиро-
вания выходного пучка, имеющего в плоскости z = l 
заданное распределение освещённости L ( y) и плос-
кий волновой фронт. В данной задаче мы будем рас-
сматривать первую поверхность R1 как огибающую 
семейства поверхностей, фокусирующих в точки вто-
рой поверхности R2 [15, 17]. В этом случае поверх-
ность семейства должна отражать падающий колли-
мированный пучок в некоторую точку с координата-
ми ( y, l –  ( y)) на второй поверхности. Нетрудно по-
нять, что такими поверхностями являются параболо-
иды вращения с фокусами в точках второй поверхно-
сти, задаваемые уравнением 

, ( ) ( ) = ( , ) ( ), y y x x y y  

где  

2 2 2

( , ) = ,
2( )

  


Q l x y
x y

L l


 
 (10) 

где Q – оптическая длина пути лучей между плоско-
стями z = 0 и z = l [17]. Отметим, что оптическая длина 
пути лучей между плоскостями z = 0 и z = l является 
постоянной в силу того, что волновые фронты пада-
ющего и выходного являются плоскими. Уравнения 
огибающей аналогично записываются в виде (4). 
Данная задача также эквивалента ЗПМ с функцией 
стоимости  [17]. Формулировка ЗПМ приведена в 
следующем параграфе. Подробное описание данной 
задачи дано в [15, 17]. 

1.4. Элемент из двух преломляющих поверхностей, 
формирующий заданное распределение освещённости 
и плоский волновой фронт при освещающем пучке 

с плоским волновым фронтом 

Рассмотрим трёхмерное пространство с координа-
тами (x1, x2, z). Пусть в области G плоскости z = 0 за-
дана функция I (x), x = (x1, x2)  G, определяющая рас-
пределение освещённости коллимированного свето-
вого пучка, распространяющегося в направлении 
k = (0, 0, 1). Пучок падает на оптический элемент с 
двумя преломляющими поверхностями. Первая по-
верхность R1 задаётся функцией z = (x), x  G. Как и 
в предыдущей задаче, вторую поверхность R2 зада-
дим относительно некоторой выходной плоскости 
z = l через функцию (y) в виде z = l –  ( y), где 
y = ( y1, y2) – декартовы координаты на выходной плос-
кости. Будем считать, что показатель преломления 
среды при z  u1

 (x) равен n1, при (x)  z  l –  (x) ра-
вен n2, а при l –  (x)  z снова равен n1. 

Мы предполагаем, что луч, выходящий из точки 
x  G с направлением k = (0, 0, 1), последовательно 
преломляется на двух поверхностях R1, R2 и затем по-
падает в некоторую точку y области D в выходной 
плоскости z = l, сохраняя направление k = (0, 0, 1). Это 
определяет лучевое соответствие T : G  D. В резуль-
тате на плоскости z = l формируется некоторое распре-
деление освещённости L ( y) выходного пучка, опреде-
ляемое условием сохранения светового потока (9). 

Задача состоит в расчёте функций  (x) и  ( y), за-
дающих поверхности элемента, из условия формиро-
вания выходного пучка, имеющего в плоскости z = l 
заданное распределение освещённости L ( y) и плос-
кий волновой фронт. 

Как и для случая двух отражающих поверхностей, 
мы будем рассматривать первую поверхность R1 как 
огибающую семейства поверхностей, фокусирующих 
в точки второй поверхности R2 [11, 19]. В этом случае 
имеют место уравнения огибающей (4) с функцией 

2
2 1 2

2 2 2 2
2 1 2 1

2 2 2 2
1 2 1

( , ) =
| |

( ) ( ) ,


 

 

    

n l n Q n
x y

n n n n

Q n l n n y x



 
 (11) 

где Q – оптическая длина пути лучей между плоско-
стями z = 0 и z = l. Данная задача также эквивалента 
ЗПМ Монжа–Канторовича с функцией стоимости 
(11) [11, 15, 18]. Формулировка ЗПМ приведена в 
следующем параграфе. Подробное описание данной 
задачи приведено в [11, 15, 18, 19]. 

1.5. Элемент из двух отражающих поверхностей, 
формирующий заданное распределение освещённости 

и плоский фронт при точечном источнике 

Рассмотрим трёхмерное пространство с координа-
тами (x1, x2, z). Пусть в начале координат расположен 
точечный источник света. Обозначим через  сферу 
единичного радиуса с центром в источнике. Интен-
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сивность источника, как и в случае первого элемента, 
описанного в пункте 1.1, будем характеризовать 
функцией I (x1, x2), x = (x1, x2)G, которая связана с 
фактической интенсивностью I' (x) соотношением (1). 

Сферический пучок от точечного источника пада-
ет на оптический элемент с двумя отражающими по-
верхностями. Пусть первая отражающая поверхность 
R1 задаётся функцией u (x), x  G: 

1 1= { ( ) | },xR u x x G   

где  

2 2
1 2 1 2= ( , , 1 ). x x x x x  

Зафиксируем некоторую «выходную» плоскость z = l, 
в которой будет рассматриваться преобразованный 
элементом пучок, и обозначим y = ( y1, y2) декартовы 
координаты на этой плоскости. Вторую поверхность 
R2 зададим функцией u2

 ( y) следующим образом  

3
2 2= {( , )  | = ( )}. R y z z l u y  

Мы предполагаем, что луч, исходящий из источ-
ника в направлении x , последовательно отражается 
от поверхностей R1, R2 и затем попадает в точку y не-
которой области D на плоскости z = l, имея при этом 
направление k = (0, 0, 1). Это определяет лучевое со-
ответствие T : G  D. Оно определяет в области D 
плоскости z = l распределение освещённости L ( y) вы-
ходного пучка, определяемое условием сохранения 
светового потока 

1 ( )

( )d = ( )d , .
  

 
T

I x x L y y D  (12) 

Задача состоит в расчёте отражающих поверхно-
стей R1, R2, задаваемых функциями u1, u2, из условия 
формирования выходного пучка, имеющего в плоско-
сти z = l заданное распределение освещённости L (y) и 
плоский волновой фронт. 

Для получения соотношения вида (4) в данной за-
даче поверхности R1, R2 следует задавать другими 
функциями  (x) и  ( y), выражающимися через u1

 (x), 
u2

 ( y), достаточно сложным образом [20, 21]. Пусть 
Q – оптическая длина пути лучей от источника до вы-
ходной плоскости. Отметим, что данная оптическая 
длина пути является постоянной, поскольку волновой 
фронт выходного пучка является плоским. В рас-
сматриваемой задаче прямая и двойственная функции 
вводятся следующим образом [21]: 

1

2

2 2 2

1 1
( ) = ln ,

2 ( )(1 , ) 2( )

( ) 1
( ) = ln .

2( )

 
      

 
     

x
x

u x k Q l

u y
y

Q l y Q l 

 (13) 

В терминах функций  и  снова можно записать 
соотношение (4), рассматривая  как огибающую се-

мейства функций y,(y) (x) =  (x, y) –  (y), соответ-
ствующих поверхностям, фокусирующим падающий 
пучок в точки второй поверхности. В данной задаче 
функция стоимости имеет вид [20, 21] 

2 2 2 2

( , ) =

1 ,
ln ,

4( ) 2( )( )(1 , )

  
  

      

x

x

x y

Q

Q l Q l Q l y k



 
(14) 

где  = (y, l). Условие огибающей снова может быть 
записано в виде (4). Данная задача эквивалента [20, 
21] ЗПМ Монжа–Канторовича с функцией стоимо-
сти (14). Формулировка ЗПМ приведена в следую-
щем параграфе. Подробнее данная задача рассмот-
рена в [20, 21]. 

1.6. Элемент из двух отражающих поверхностей, 
формирующий заданное распределение освещённости 

и сферический фронт при точечном источнике 

Рассмотрим трёхмерное пространство с координа-
тами (x1, x2, z). Пусть в начале координат расположен 
точечный источник света. Обозначим через 1 сферу 
единичного радиуса с центром в источнике. Интен-
сивность источника света, как и для элемента в пунк-
те 1.1, будем характеризовать функцией I (x1, x2), 
x = (x1, x2)  G, заданной соотношением (1).  

Сферический пучок от точечного источника пада-
ет на оптический элемент с двумя отражающими по-
верхностями. Пусть первая поверхность R1 задаётся 
функцией u1

 (x), x  G: 

1 1= { ( )  | },xR u x x G  

где 

2 2
1 2 1 2= ( , , 1 ). x x x x x  

Рассмотрим также точку  с координатами 
(0, 0, F) и единичную сферу 2 с центром в этой точке. 
Координаты на 2 обозначим y = ( y1, y2), эти коорди-
наты определяют точку  y  сферы 2, где 

2 2
1 2 1 2= ( , , 1 ). y y y y y  

Вторую отражающую поверхность зададим функцией 
u2

 ( y) следующим образом  

2 2= { ( )  | }. yR u y y D  

Мы предполагаем, что луч, исходящий из источ-
ника в направлении x , последовательно отражается 
от поверхностей R1, R2 и затем приходит в точку , 
пересекая сферу 2 в некоторой точке с координатами 
( y1, y2). Это определяет лучевое отображение 
T : G  D. Данное отображение задаёт на сфере 2 
функцию распределения интенсивности L' ( y) для 
преобразованного элементом пучка. Как и для эле-
мента в пункте 1.1, формируемое на сфере 2 распре-
деление интенсивности мы будем задавать функцией 
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L ( y), yD, которая связана с фактическим распреде-
лением интенсивности L' ( y) формулой (3).  

Задача состоит в расчёте отражающих поверхно-
стей R1, R2, задаваемых функциями u1, u2, из условия 
формирования выходного пучка, имеющего заданное 
распределение интенсивности L ( y) и сферический 
волновой фронт с центром в точке . 

Как и в предыдущем случае, для получения соот-
ношения вида (4) в данной задаче поверхности R1, R2 
следует задавать другими функциями  (x) и  ( y), 
выражающимися через u1, u2 достаточно сложным 
образом [15]. 

Введём прямую и двойственную параметризацию 
системы отражающих поверхностей следующим об-
разом [15]:  

2 2
1

2 2
2

1 1
( ) = ln ,

2 ( )( , )

1 1
( ) = ln ,

2 ( )( , )

 
      

 
      

x

y

x
u x Q F k Q F

y
u y Q F k Q F

 (15) 

где Q – оптическая длина пути лучей от источника до 
точки . 

Представляя одну из отражающих поверхностей в 
виде огибающей семейства поверхностей, фокусиру-
ющих в точки другой поверхности, можно получить 
представление (4) с функцией стоимости [15] 

2 2 2

2 2

1
( , ) = ln

( )

1 ,
.

2( , )( , )( )


 

  
        

x y

x y

x y
L F

Q F k Q F k Q F



 (16) 

Данная задача эквивалента ЗПМ Монжа–
Канторовича с функцией стоимости (16) [15]. Форму-
лировки ЗПМ приведена в следующем параграфе. 
Подробно данная задача рассмотрена в [15]. 

1.7. Функция эйконала на поверхности, 
 обеспечивающая формирование заданного  

распределения освещённости на другой поверхности 

Пусть в трёхмерном пространстве с координатами 
(x1, x2, z) расположены две поверхности: W1, заданная 
уравнением z = f (x), и W2, заданная уравнением z = g (x). 
На поверхности W1 заданы функция эйконала  (x), 
x = (x1, x2)  G и распределение освещённости I' (x), 
xG. Световой поток в области   W вычисляется как  

1
( ) = ( )d ,



  W I x S  

где dS – элемент площади поверхности. Нам будет 
удобно характеризовать распределение освещённости 
функцией  

1 2

2 2( ) = ( ) 1 ,  x xI x I x f f   

где 

, 1,2.


 
ix

i

f
f i

x
  

В этом случае световой поток ФW1 вычисляется сле-
дующим образом  

1
( ) = ( )d .



  W I x x  

Функция эйконала  (x), x = (x1, x2)G определяет 
направления лучей, исходящих из точек первой по-
верхности. Будем считать, что поверхности располо-
жены в среде с единичным показателем преломления. 
В этом случае направления лучей, распространяю-
щихся в положительном направлении оси z, задаются 
единичным вектором 

2 2
1 2 1 2( ) = ( ( ), ( ), 1 ( ( )) ( ( )) ) p x p x p x p x p x , 

который определяется из следующей системы урав-
нений [23]: 

1

2

2 2
1 1 2

1

2 2
2 1 2

2

= 1 ;

= 1 .

    
     


x

x

p f p p
x

p f p p
x

 (17) 

Функция эйконала задаёт лучевое отображение T 
между точками поверхностей W1, W2. Данное отобра-
жение определяется следующим образом. Образом 
точки xG является точка y = ( y1, y2)  D, соответству-
ющая пересечению поверхности W2 и прямой, выхо-
дящей из точки (x, f (x)) поверхности W1, с единичным 
направляющим вектором 2 2

1 2 1 2= ( , , 1 ) p p p p p , 
определяемым из системы уравнений (17).  

Отображение T задаёт на поверхности W2 некото-
рое распределение освещённости. Аналогично по-
верхности W1 будем характеризовать распределение 
освещённости функцией L ( y), y  D, которая связана 
с фактическим распределением освещённости L ( y) 
следующим соотношением: 

1 2

2 2( ) = ( ) 1 .  y yL y L y g g  

Тогда результирующий световой поток для   D 
вычисляется  

2
( ) = ( )d ,



  W L y y  

и функция L (y) определяется условием сохранения 
светового потока 

1 ( )

( )d = ( )d , .
  

 
T

I x x L y y D  (18) 

Задача состоит в расчёте функции эйконала  (x), 
x  G, из условия формирования заданного распре-
деления освещённости L ( y), y  D, на второй по-
верхности W2. 
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Аналогично предыдущим задачам, мы представим 
функцию эйконала  (x) в виде огибающей семейства 
функций эйконалов сферических пучков с фокусами 
в точках (y, g ( y)) второй поверхности W2. Данные 
функции имеют вид [22, 23] 

, ( ) ( ) = ( , ) ( ), y y x x y y  (19) 

где 

2 2( , ) = ( ( ) ( )) .  x y x y f x g y    (20) 

Огибающая семейства функций (19), (20) по пара-
метрам y = (y1, y2)  D определяется соотношением (4). 
При этом функция –  ( y) совпадает с формируемым 
на поверхности W2 эйконалом. 

Данная задача эквивалента задаче перемещения 
масс Монжа–Канторовича с функцией стоимости (20) 
[23]. Формулировка задачи перемещения масс приве-
дена в следующем параграфе. Подробнее данная за-
дача рассмотрена в [22, 23]. 

2. Формулировка обратной задачи 

Сформулируем более явно роль представления 
поверхности оптического элемента в виде огибаю-
щей. Будем говорить, что произвольное лучевое 
отображение T : G  D задаётся соответствующим 
оптическим элементом, если существует некоторая 
функция  ( y), для которой выполнено:  

= ( )[ ( , ) ( )] | = 0,  = 1,2.





y T x
i

x y y i
y
  (21) 

Прямой и двойственный параметры оптического 
элемента при этом связаны соотношением: 

( ) ( ( )) = ( , ( )). x T x x T x  (22) 

Определение 1. Будем называть отображение 
T : G  D интегрируемым, если оно удовлетворяет 
условию (21). 

Определение 2. Будем называть отображение 
T : G  D удовлетворяющим условию сохранения 
светового потока, если для любого борелевского 
подмножества   D выполнено  

1 ( )

( )d = ( )d .
  
 

T

I x x L y y  (23) 

Условие сохранения светового потока может быть 
переформулировано следующим образом. 

Лемма 3. Условие сохранения энергии для обра-
тимого отображения T : G  D равносильно любому 
из условий: 

1)  для любого   D выполнено 

1 ( )

( )d = ( )d
  
 

T

I x x L y y ; 

2)  для любой функции hC(D) выполнено 

( ) ( )d = ( ( )) ( )d ; 
D G

h y L y y h T x I x x  

3)  I (x)=L (T (x))  JT (x), где JT (x) – якобиан отобра-
жения T в точке x. 

Доказательство. Доказано в [17, lemma 4.11] или 
[24, VI.1.1].  

Задачи расчёта всех рассмотренных в предыду-
щем параграфе оптических элементов можно сфор-
мулировать в одном общем виде следующим обра-
зом. Для заданных распределений I (x) и L (y) требует-
ся найти лучевое отображение T : G  D, которое 
удовлетворяет условию сохранения светового потока 
(23) и условию интегрируемости (21), а также восста-
новить прямой и двойственный параметры оптиче-
ского элемента. 

Данная задача может быть сформулирована как 
задача перемещения масс Монжа–Канторовича. 

Теорема 4. Рассмотрим функционал  

( ) = ( , ( )) ( )d ,
G

T x T x I x x   (24) 

заданный на пространстве отображений T : G  D, 
удовлетворяющих условию сохранения светового по-
тока (23). 

Пусть отображение T0 является точкой минимума 
данного функционала. Тогда оно является интегриру-
емым отображением.  

Доказательство. Аналогично доказательству [11, 
Theorem 1].  

3. Метод опорных квадрик 

Мы будем рассматривать решения специального 
вида, для которых условие интегрируемости (21) 
задаёт не просто критическую точку функции 
 (x, y) –  (y) по переменной y, а точку минимума. 
Геометрически это соответствует тому, что поверх-
ность оптического элемента, задаваемая функцией , 
расположена по одну сторону от всех касающихся её 
поверхностей  y, (y)(x) =  (x, y) –  (y). В этом случае 
условия (21), (22) можно записать в виде 

( ) min ( ( , ) ( )).


  
y D

x x y y  (25) 

При этом экстремум достигается в точке y = T (x), 
то есть соответствующее отображение T = T  : G  D 
имеет вид 

( ) = arg min( ( , ) ( )).




y D
T x x y y  (26) 

При такой формулировке возможно рассмотрение 
дискретного варианта задачи, когда формируемое 
распределение освещённости представлено обобщён-
ной функцией  

=1


k

i yi
i

L , 
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yi
  D. В этом случае функция  представляет собой 

набор чисел, а функция  является непрерывной и ку-
сочно-гладкой. Далее мы будем рассматривать такую 
постановку задачи, которая соответствует аппрокси-
мации непрерывного распределения L ( y) дискрет-
ным, заданным в конечном числе точек =1{ }k

i iy . 

Определение 5. Пусть =1= { }k
i iD y , i

 =  ( yi). 
Обобщёнными взвешенными клетками Вороного с 
весами  = (1, ... k) будем называть области C 

 ( yi) 
равные прообразам (T ) 

–1( yi). Из представления (26) 
следует, что клетки C 

 ( yi) могут быть определены 
следующим условием: точка x  G лежит в клетке 
C 

(yi) тогда и только тогда, когда  

( , ) ( , )      .    i i j jx y x y j i    

Обозначим световой поток, фокусирующийся в 
точку yi, через  

( )

( ) = ( )d .


 
i

i

C y

G I x x  (27) 

Теперь условие сохранения светового потока (23) 
может быть записано так:  

1 1( ) = ,

    

( ) = .




 


n n

G L

G L

 (28) 

Система (28) является системой нелинейных 
уравнений относительно значений  = (1, ... k). Пе-
репишем её следующим образом: 

1 1 1 1= ( ( )),

   

= ( ( )),

      


      


n n n n

L G

L G

 (29) 

где  > 0 – некоторая константа. Рассматривая метод 
простой итерации для решения системы (29), мы по-
лучим следующий итерационный алгоритм. 

1 = ( ( )),   = 1, .      n n
i i i iL G i n  (30) 

Представленный алгоритм имеет понятный физи-
ческий смысл. Пусть требуемый световой поток в 
точке yi равен Li, а текущий сформированный поток 
Gi

 () для функции  меньше Li, то есть Li
 > Gi

 (). 
Тогда нужно увеличить размер клетки C 

 ( yi), а зна-
чит, нужно увеличить вес i. Если Li

 < Gi
 (), то раз-

мер клетки C 
 ( yi) нужно уменьшить за счёт умень-

шения веса i. Алгоритм (30) увеличивает или 
уменьшает i на величину, пропорциональную раз-
нице требуемого и формируемого световых потоков. 

В следующем параграфе мы покажем, что метод 
(30) является градиентным методом для нахождения 
максимума функции  

=1 =1( )

( ) =  [ ( , ) ] ( )d .


    
i

n n

i i i i
i iC y

h x y I x x L  (31) 

В силу вогнутости функции h () она имеет не бо-
лее одного экстремума, который может быть только 
её глобальным максимумом. Совпадение метода (30) 
с градиентным гарантирует его сходимость при до-
статочно малом значении шага , а также даёт воз-
можность адаптивного выбора шага метода. 

Функция h () тесно связана с функционалом Ла-
гранжа для задачи перемещения масс Монжа–
Канторовича. В данной статье мы ограничимся лишь 
вычислением её градиента и доказательством вогну-
тости. Происхождение данной функции описано в 
статье [11]. 

4. Вогнутость и вычисление градиента 

В этом параграфе мы покажем, что функция (31) 
является вогнутой, а также вычислим её частные про-
изводные. 

Утверждение 6. Функция h () является вогнутой. 

Доказательство. Доказательство полностью ана-
логично доказательству соответствующего утвержде-
ния для квадратичной стоимости [25]. Мы приводим 
доказательство для полноты изложения. 

Для этого сначала покажем вогнутость первого 
слагаемого, которое обозначим  

=1 ( )

( ) =  [ ( , ) ] ( )d =

[ ( , ( )) ( ( ))] ( )d .



 

 

 

 


i

n

i i
i C y

G

R x y I x x

x T x T x I x x




 

Для произвольного отображения T : G  D и лю-
бого x  C 

 ( yi) выполнено 

( , ) ( , ( )) ( ( )),  i ix y x T x T x    

значит, для любого x  G верно 

( , ( )) ( ( )) ( , ( )) ( ( )).   x T x T x x T x T x    

Интегрируя по I (x) dx, получим соотношение  

( ) ( ),  TR R   

где 

( ) = [ ( , ( )) ( ( ))] ( )d . T

G

R x T x T x I x x  

Поскольку для T = T 
 величины R () и RT

 () сов-
падают, мы можем записать 

( ) = inf ( ). T
T

R R  

Функции RT
 () являются линейными по , а зна-

чит, вогнутыми. Нетрудно показать, что инфимум во-
гнутых функций является вогнутой функцией. Соот-
ветственно, функция R является вогнутой, следова-
тельно, h () также является вогнутой, как сумма 
двух вогнутых функций. 

Теорема 7. Частная производная функции h () по 
переменной i имеет вид 
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( )

= ( )d .





 
i

i
i C y

h
L I x x  

Доказательство. Для доказательства достаточно 
вычислить производную функции R (), введённой 
ранее в доказательстве утверждения 6. Для удобства 
введём обозначение:  

( , ) = min ( ( , ) ). i i
i

M x x y  

Тогда, пользуясь определением клеток Вороного, 
можно записать  

=1

( ) =  [ ( , ) ] ( )d = ( , ) ( )d .
( )

n

i i
i GC i

R x y I x x M x I x x
y

      

Пусть i
 – вектор (0, ..., 0, , 0, ..., 0), имеющий 

ненулевую компоненту только на i-м месте. Рассмот-
рим разность  

( ) ( ) = ( ( , ) ( , )) ( )d .         i i

G

R R M x M x I x x  

Предположим для определённости, что  > 0 (слу-
чай  < 0 рассматривается аналогично). Тогда клетка 
Вороного C 

 ( yi), вес которой мы варьируем, увели-
чивается, то есть C 

 ( yi)  C 
i (yi)  G. Разобьём по-

следний интеграл на три:  

( )

( )\ ( )

\ ( )

( ) ( ) =

( ( , ) ( , )) ( )d

( ( , ) ( , )) ( )d

( ( , ) ( , )) ( )d .



 



    

      

      

     







i

i i i

i i

i

i

C y

i

C y C y

i

G C y

R R

M x M x I x x

M x M x I x x

M x M x I x x

 

Теперь рассмотрим отдельно каждый интеграл, 
начиная с первого. Так как C 

 ( yi)  C 
i ( yi), то оба 

минимума достигаются в точке yi, и поэтому  

( )

( )

( ( , ) ( , )) ( )d =

( )d .





    

  




i

i

i

C y

C y

M x M x I x x

I x x
 

Рассмотрим второй интеграл. Для любой точки 
x  C 

i (yi) \ C 
 ( yi) взвешенное расстояние  (x, yi) –

 i до произвольной точки yi
  D либо не изменилось, 

либо изменилось на . Соответственно, минимум этих 
расстояний изменился не более, чем на . То есть  

| ( , ) ( , )| .      iM x M x  

В результате для второго интеграла получаем оценку 

( )\ ( )

( )\ ( )

( ( , ) ( , )) ( )d

( )d .

 

 

     

  




i i i

i i i

i

C y C y

C y C y

M x M x I x x

I x x
 

Заметим, что при   0 разность C 
i ( yi) \ C 

 ( yi) 
стремится к пустому множеству, а значит, второй ин-
теграл имеет порядок малости o (). 

Третий интеграл равен нулю, поскольку оба мини-
мума достигаются в других клетках, а там значение 
функций под знаком минимума одинаково. Переходя к 
пределу при   0, мы получаем утверждение теоремы. 

5. Расчётные примеры 

Теоретические положения данной статьи мы про-
иллюстрируем на примере расчёта преломляющего 
оптического элемента, формирующего заданное рас-
пределение интенсивности при точечном источнике. 
Данный оптический элемент описан в параграфе 1.1. 
Будут рассмотрены два расчётных примера. Первый 
из них имеет небольшую расчётную сложность, на 
нём хорошо видно преимущество критерия сходимо-
сти h () (31) по сравнению со среднеквадратичным 
отклонением. Во втором примере демонстрируется 
возможность рассчитывать с помощью данного мето-
да оптические элементы, формирующие сложные 
распределения освещённости. 

5.1. Рефракционная поверхность, 
 формирующая постоянное распределение 

 освещённости на контуре квадрата 

В качестве первого модельного примера рассмот-
рим расчёт преломляющей поверхности W, форми-
рующей при точечном источнике излучения постоян-
ное распределение освещённости на кривой в виде 
контура квадрата с размером стороны d в удалённой 
плоскости z = f. Преломляющая поверхность разделя-
ет среды с показателями преломления n1

 = 1,49 (по-
лиметилметакрилат) и n2

 =1. Понятие «удалённая 
плоскость» предполагает, что размерами преломля-
ющей поверхности по сравнению с расстоянием до 
плоскости z = f можно пренебречь. Данную задачу 
можно переформулировать [16] как задачу расчёта 
преломляющей поверхности из условия формирова-
ния заданного распределения интенсивности (см. 
подпараграф 1.1). Пусть (m1, m2) – декартовы коорди-
наты на плоскости z = f, а требуемое распределение 
задаётся функцией E (m). Точка на этой плоскости 
однозначно соответствует единичному вектору 

1 2

2 2 2
1 2

( , , )
( ) 

 
s

m m f
m

m m f
, 

который мы отождествляем с точкой на сфере. Пер-
вые две координаты вектора s (m) соответствуют вве-
дённым в подпараграфе 1.1 координатам 

1 2
1 2

2 2 2
1 2

( , )
, ) .( 

 
m m

y
m f

y
m

 

Функция L ( y (m)), с помощью которой мы характери-
зуем формируемое распределение интенсивности, 
связана с E (m) следующим образом [16]: 
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2 2 2
1 2( ( )) ( )





L

f m
E m

m
y m

f
. 

В качестве источника излучения будем использо-
вать точечный ламбертовский источник, излучающий 
в телесный угол, соответствующий конусу с верши-
ной в начале координат и углом при вершине 20. В 
этом случае интенсивность ламбертовского источни-
ка имеет вид 

2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 1 , ( , )    I x x x x x x x G , 

где 

  2 2 2
1 2 1 2 0, sin   G x x x x . 

Расчёт поверхности производился при следующих 
параметрах: угол при вершине «конуса излучения» 
20

 = 90°, расстояние от источника до удалённой 
плоскости f = 1000 мм, размер стороны квадрата 
d = f tan (60°) = 1376 мм. 

В соответствии с описанием метода опорных 
квадрик (МОК) в параграфе 3, требуемое распределе-
ние освещённости в виде контура квадрата было ап-
проксимировано дискретным распределением, со-
держащим N = 240 точек 240

1{ } i iy . Точки были располо-
жены равномерно на контуре с угловым шагом в 1°, то 
есть все требуемые распределения освещённости Li 
одинаковы. В этом случае преломляющая поверхность 
W представляет собой кусочно-гладкую поверхность из 
фрагментов N = 240 квадрик (эллипсоидов вращения), 
фокусирующих весь световой поток в точки yi, задаю-
щихся уравнением в полярных координатах 

 
( ) .

1 ,
 


x

x y


i

i

p

n e
 

Поверхность W тогда задается в полярных коор-
динатах функцией 

 
( ) .

1 ,
max 


x

x y


i

i

i
p

n e
 (32) 

После применения ln с учётом обозначений из пара-
графа 1 данное соотношение эквивалентно формуле 

(25) параграфа 3. Поверхность зависит только от 
набора фокальных параметров pi. Расчёт фокальных 
параметров эллипсоидов проводился итерационно 
градиентным методом (30) 

1 = ( ( )),      n n
i i i iL G  

где i
 = ln pi, а Gi

 () – световой поток, фокусирую-
щийся оптическим элементом в точку yi. Это соответ-
ствует такому преобразованию значений pi: 

1 ( ( ))= .   i in n L G
i ip p e  

При этом на каждой итерации методом трассиров-
ки лучей [11] осуществлялся расчёт значений свето-
вого потока Gi

 () в точках дискретного распределе-
ния, и затем выполнялась коррекция значений i, 

1, .i N
 
При расчёте было выполнено 1600 итераций 

(этого оказалось достаточно для сходимости метода). 
Общее время расчёта преломляющей поверхности на 
персональном компьютере (Core i9-7940X CPU) со-
ставило около 3 минут.  

Рассчитанная преломляющая поверхность W при-
ведена на рис. 1а, где чёрной точкой отмечено поло-
жение источника излучения. В данном примере рас-
стояние от источника до вершины поверхности со-
ставляет 3,1 мм. На рис. 1б приведено формируемое 
распределение освещённости в плоскости 
z = f = 1000 мм. Данное распределение было рассчита-
но методом трассировки лучей [11] и с хорошей точ-
ностью совпадает с требуемым распределением: нор-
мированное среднеквадратичное отклонение (СКО) 
сформированного распределения от заданного посто-
янного распределения на контуре квадрата составляет 
всего 2,5 %. Следует отметить, что полученная ре-
фракционная поверхность является непрерывной и 
кусочно-гладкой. Изломы (разрывы в производных) 
хорошо видны на рис. 1а и обусловлены тем, что 
формируемый контур квадрата не является гладкой 
кривой. Для проверки правильности выполненных 
расчётов было проведено моделирование работы рас-
считанной поверхности в программе для светотехни-
ческих расчётов TracePro [26]. Результаты моделиро-
вания приведены на рис. 1в и также показывают фор-
мирование равномерно освещённого контура. 

а)   б)   в)  
Рис. 1. Рефракционная поверхность, рассчитанная из условия формирования постоянного распределения освещенности  
на контуре квадрата (а); нормированное распределение освещенности, формируемое в плоскости z = f = 1000 мм (б); 

результат моделирования работы преломляющей поверхности в программе для светотехнических расчетов TracePro (в)
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а)      б)  
Рис. 2. График функции h () (сверху) и график нормированного СКО между расчетным и требуемым распределением 

в виде контура квадрата (снизу) на отрезке (1 – t)1
 + t2, t  [0,1] (а); графики сходимости МОК при расчете 

поверхности на рис. 1а: зависимость ошибки | h () – hopt|(сверху) и СКО-критерий (снизу) от номера итерации (б) 

Как показано в параграфе 4, использованный для 
расчёта преломляющей поверхности МОК (30) соот-
ветствует градиентному методу максимизации вогну-
той функции h () (31). Для иллюстрации вогнутости 
функции h () мы выбрали два случайных вектора 1 
и 2, представляющих параметры эллипсоидов в 
уравнении для преломляющей поверхности (35), и 
построили функцию h () на отрезке (1 – t) 1

 + t 2, 
t  [0, 1] соединяющем эти точки. Полученная функ-
ция h (1 – t) 1

 + t 2 показана на верхнем графике на 
рис. 2а и является вогнутой. Для сравнения на ниж-
нем графике на рис. 2а мы показали график нормиро-
ванной среднеквадратической ошибки (СКО) между 
требуемыми и расчётными значениями освещённости 
на контуре квадрата при параметрах эллипсоидов, 
лежащих на том же самом отрезке (1 – t) 1

 + t 2. На 
графике СКО хорошо видно наличие нескольких 
экстремумов. Это показывает, что СКО-критерий, 
широко используемый для контроля сходимости в 
МОК [1 – 3], является менее подходящим по сравне-
нию с функцией h (). Это также иллюстрируется 
графиками сходимости МОК на рис. 2б, полученны-
ми при расчёте преломляющей поверхности на 
рис. 1а. На верхнем графике рис. 2б приведена ве-
личина hopt

 – h (), где hopt – значение функции, полу-
ченное в конце расчёта (на последней итерации). Из 
рис. 2б видно монотонное уменьшение величины 
hopt

 – h (). Для сравнения в нижней части рис. 2б по-
казан график СКО-критерия. Из сравнения графиков 
на рис. 2б видно, что СКО, по сравнению с hopt

 – h(), 
является более плохим критерием для контроля схо-
димости итерационного процесса. В частности, мож-
но видеть, что СКО-критерий после примерно тысячи 
итераций имеет зашумлённый и осциллирующий вид. 

5.2. Рефракционная поверхность,  
формирующая распределение освёщенности  

в виде символа «Триглав» 

В качестве более сложного примера, иллюстри-
рующего возможности предложенного МОК в зада-

чах формирования сложных распределений освещён-
ности, была рассчитана преломляющая поверхность, 
формирующая постоянное распределение освещённо-
сти в области в виде символа «Триглав» (см. врезку к 
рис. 3в). Как и в примере 1, в качестве источника из-
лучения был использован точечный ламбертовский 
источник, излучающий в телесный угол, соответ-
ствующий конусу с углом при вершине 20

 = 90°. При 
этом угловой размер формируемого распределения 
(угловой размер квадрата, описанного вокруг символа 
«Триглав») составляет 100°. 

При расчёте требуемое распределение освещённо-
сти в виде символа «Триглав» было аппроксимирова-
но дискретным распределением, содержащим 
N = 20890 точек. Точки были расположены в узлах 
квадратной угловой сетки (шаг сетки 0,26°), покры-
вающей область символа. Расчёт преломляющей по-
верхности (параметров квадрик) проводился гради-
ентным методом (30). Как и в примере 1, на каждой 
итерации методом трассировки лучей [11] осу-
ществлялся расчёт значений светового потока в точ-
ках дискретного распределения и затем выполнялась 
коррекция значений , 1, i i N  по формуле (30). При 
расчёте было выполнено 25000 итераций. Общее 
время расчёта преломляющей поверхности состави-
ло около 3,5 часов. 

Рассчитанная преломляющая поверхность приве-
дена на рис. 3а, где чёрной точкой отмечено положе-
ние источника излучения (расстояние от источника 
до вершины поверхности составляет 3,0 мм). На 
рис. 3б приведено формируемое распределение осве-
щённости в удалённой плоскости z = f = 1000 мм. Дан-
ное распределение было рассчитано методом трасси-
ровки лучей [11] при числе лучей Ntr

 = 106. СКО 
сформированного распределения от заданного посто-
янного распределения в области символа «Триглав» 
составляет 3,6 %. Можно видеть, что рассчитанная 
рефракционная поверхность является непрерывной и 
кусочно-гладкой. Изломы у рассчитанной поверхно-
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сти обусловлены «разрывным» видом формируемого 
распределения, заданного в многосвязной области. 
Важно отметить, что при распределениях такого вида 
широко используемые методы расчёта оптических 
поверхностей [1 – 7], основанные на численном реше-
нии нелинейного дифференциального уравнения эл-
липтического типа, оказываются неприменимыми 

или являются численно неустойчивыми. Для провер-
ки правильности выполненных расчётов, было прове-
дено моделирование работы рассчитанной поверхно-
сти в программе TracePro. Результаты моделирования 
приведены на рис. 3в и показывают формирование 
примерно постоянного распределения освещённости 
в области символа. 

а)   б)   в)  
Рис. 3. Рефракционная поверхность, рассчитанная из условия формирования постоянного распределения освещенности  

в области в виде символа «Триглав» (а); нормированное распределение освещенности, формируемое в плоскости 
z = f = 1000 мм (б); результат моделирования работы преломляющей поверхности в программе для светотехнических 

расчетов TracePro (в). На врезке показано требуемое распределение 
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Abstract 

The article deals with problems of generating desired illumination patterns, formulated in a 
special way. More precisely, we consider problems that can be reformulated as a Monge–
Kantorovich mass transfer problem with some cost function. For all problems of this type, we uni-
formly formulate the support quadric method and show that it coincides with the gradient method 
for finding the maximum of a certain concave function. 
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