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Аннотация  

В статье в кратком виде излагается математическая модель распознавания контуров объ-
ектов интереса на растровом изображении. Более детально раскрывается процесс ее дискре-
тизации в рамках разработки численных методов, которые позволяют реализовать указан-
ную модель на современных средствах вычислительной техники. Приведены явные матема-
тические выкладки, пригодные для написания кодов прикладного программного обеспече-
ния, получена оценка вычислительной сложности, подтверждающая возможность достиже-
ния производительности режима реального времени. Представлены результаты численного 
эксперимента по восстановлению спиральных пучков света. 
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Введение  

Значительное количество данных об окружающей 
среде человечество получает посредством своего зре-
ния. Современные средства вычислительной техники 
(СВТ) позволяют повысить объемы генерируемой, 
обрабатываемой и хранимой информации, получае-
мой по оптическому каналу. Тем не менее набор ба-
зовых инструкций, которыми может оперировать 
ЭВМ, состоит из очень ограниченного количества 
команд, определяемых аппаратной архитектурой ис-
пользуемого оборудования. Поэтому задача обучения 
СВТ «зрению» (в широком смысле этого слова) по-
прежнему далека от завершения, а исследования в 
данной предметной области будут являться актуаль-
ными по меньшей мере ближайший десяток лет. Об-
ласть компьютерного зрения широка, она включает в 
себя множество различных подразделов, от низко-
уровневых (приближенных к аппаратуре) до высоко-
уровневых (приближенных к теории). К первым мож-
но отнести конструирование средств регистрации 
изображений на основе многоэлементных фотомат-
риц [1], ко вторым – построение формализованных 
моделей описания процесса распознавания объектов 
человеком [2], которые впоследствии можно было бы 
переложить на ЭВМ. Развитие рассматриваемой 
предметной области идет постепенно, последние го-
ды никаких радикальных открытий в ней не проис-
ходило, хотя следует отметить, что в смежной сфере – 
генерации изображений по заданному текстовому 

описанию, в 2022 году появилась публичная версия 
специализированного программного обеспечения 
Stable Diffusion [3], которая позволяет создавать ил-
люстрации в автоматизированном режиме. В рамках 
компьютерного зрения рассматривается обратная 
задача: по входному изображению или видеопотоку 
получить описание объекта интереса. Она является 
более сложной, однако и в ней также многообеща-
ющим выглядит применение математического аппа-
рата нейронных сетей и глубокого (глубинного) 
обучения [4, 5, 6]. 

В рамках настоящей статьи рассматривается под-
ход к анализу контурных изображений, основанный 
на математическом формализме описания спираль-
ных пучков света [7, 8]. Производится развитие ука-
занных идей в направлении разработки численных 
методов для СВТ, которые позволяют реализовать 
ранее полученные аналитически результаты. 

Спиральные пучки света как объект современной 
оптики Гауссовых пучков также исследуются други-
ми научными коллективами. Для более подробного 
ознакомления рекомендуется подборка работ [9 – 11]. 

Статья организована следующим образом: в пара-
графе 1 дается краткое описание математической мо-
дели анализа контура границы объекта на изображе-
нии, в параграфах 2 и 3 последовательно производит-
ся изучение аналитических свойств построенной мо-
дели, ее дискретизация, приводится численный метод 
для ее реализации, дается оценка на количество вы-
числительных операций ЭВМ, в параграфе 4 приво-
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дятся результаты численного эксперимента на сред-
ствах вычислительной техники. 

1. Математическая модель анализа контура  
границы объекта на изображении  

Регистрируемое средствами вычислительной тех-
ники двухмерное изображение объекта содержит в 
себе различную информацию для его распознавания, 
такую как: контур выделенной границы, линейные 
габариты (ширина, высота), цвет. В настоящей работе 
более подробно рассматривается первая категория, 
поскольку для нее уже построена математическая мо-
дель, позволяющая получить инвариантный способ 
описания контура в условиях наличия на них шумов, 
вызванных неточностью функционирования средств 
видеофиксации. 

Контур на плоскости может быть задан в виде кри-
вой, записанной в комплексно-параметрическом виде:  

( ) : [0; ] .t T    (1) 

Наглядно процесс отождествления контура грани-
цы самолета изображен на рис. 1. 

 
Рис. 1. Изображение самолета и выделенный контур его 

границы 

Тогда для него может быть построен спиральный 
пучок – световое поле, генерируемое когерентным ис-
точником, которое при распространении в пространстве 
сохраняет свою структурную устойчивость, изменяясь 
лишь в масштабе и повороте (более подробно с оптикой 
спиральных пучков можно ознакомиться в монографии 
[12]). Тогда распределение его комплексной амплитуды 
в фиксированной плоскости описывается следующим 
интегро-дифференциальным преобразованием:  
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где  – Гауссов параметр пучка, а черта обознача-
ет комплексное сопряжение. 

На рис. 2 приведены результаты расчетов указан-
ного преобразования для контура рис. 1. Под интен-
сивностью спирального пучка понимается квадрат 
модуля комплексной амплитуды 

2

( , )S z z , под фа-
зой – ее аргумент arg ( , )S z z . 

В процитированных выше работах авторов насто-
ящей статьи было установлено, что комплексная ам-

плитуда спирального пучка раскладывается в ряд по 
нормированной ортогональной системе мод Лагерра–
Гаусса с нулевым первым индексом:  
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следующим образом:  
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причем полученные коэффициенты cn представимы 
в виде: 
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и обладают свойствами инвариантности относитель-
но изменения масштаба и выбора начальной точки на 
контуре, а также устойчивы к повороту и наличию 
шумовых дефектов. 

 
Рис. 2. Интенсивность и фаза построенного спирального 

пучка 

Мерой схожести двух контуров выступает метри-
ка , порождаемая нормированным скалярным про-
изведением пространства спиральных пучков, пара-
метризованная взаимным углом поворота контуров :  
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где максимум берется по всем углам [0, 2), а 
верхний индекc означает порядковый номер контура 
(1 или 2). Более подробно с выводом и анализом 
представленного выражения можно ознакомиться в 
работе авторов [8]. 

Данный факт заслуживает отдельного внимания, 
поскольку идея разложения светового поля с конеч-
ной энергией по ортогональной базисной системе, 
вообще говоря, не нова. Классическими ортогональ-
ными базисами в оптике выступают системы мод Ла-
герра–Гаусса m,n и Эрмита–Гаусса m,n, обобщение 
которых при помощи астигматического преобразова-
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ния до единого семейства мод Эрмита–Лаггера–
Гаусса осуществлено в [12]. Существенным элемен-
том здесь является зависимость сразу от двух пара-
метров m и n, что позволяет описать световое поле в 
виде матрицы – двухиндексного массива комплекс-
ных коэффициентов. В то же время для спиральных 
пучков в форме кривых такие базисные системы 
избыточны и для их задания достаточно использо-
вать усеченную систему Лагерра–Гаусса 0,n и со-
ответствующее ей описание светового поля в виде 
одноиндексного массива, что, в свою очередь, поз-
воляет успешно осуществлять реализацию эффек-
тивных численных процедур на ЭВМ, в том числе 
за счет получения явного вида выражения меры 
схожести контуров. 

2. Дискретизация полученной математической 
модели  

После того, как все необходимые аналитические 
выкладки произведены, а математическая модель по-
строена, наступает этап ее дискретизации, поскольку 
реализовать расчеты с использованием СВТ не пред-
ставляется возможным как минимум по причине того, 
что комплексная амплитуда спирального пучка (2) 
определена всюду на комплексной плоскости, а набор 
коэффициентов разложения по базису мод Лагерра–
Гаусса, вообще говоря, бесконечный. 

Прежде чем приступить к расчетам на СВТ, необ-
ходимо показать корректность процедуры сужения 
области определения комплексной амплитуды со всей 
плоскости до лишь небольшого его подмножества D в 
окрестности начала координат. Для этого исследуем 
поведение интенсивности спирального пучка в -
окрестности порождающей кривой (t), получив 
оценку сверху. Поскольку модуль интеграла не пре-
восходит интеграла от модуля функции, то справед-
лив следующий переход:  
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Раскроем многоточие, подставив явное выражение 
комплексной амплитуды 2 и сгруппировав в показа-
теле первой экспоненты чисто вещественное число, а 
во второй – чисто мнимое:  
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Поскольку показатель второй экспоненты – чисто 
мнимое число, то ее модуль равен единице, а модуль 
вещественной экспоненты совпадает с ней самой, то 
из приведенного выражения остается лишь:  

2
2

2
0

( )
= exp | ( ) | .

T z t
t dt

       
    

  

Тогда рассмотрим точки плоскости z, которые 
удалены от ближайшей точки кривой (t) не более, 
чем на величину , т.е. |z – (t)|<:  
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Оставшийся интеграл задает длину кривой (t), 
которую обозначим константой L. Тогда имеем 
итоговую оценку сверху на интенсивность спи-
рального пучка:  

2 2 22 / 2( , ) .S z z e L    

Таким образом, при удалении от порождающей 
кривой (t) точки z интенсивность спирального 
пучка убывает по экспоненциальному закону. Таким 
образом, представленное на рис. 2 изображение све-
тового поля действительно является корректным, и 
ни один его фрагмент не был упущен, поскольку за 
его границами интенсивность не может возрастать. 

Проведенный анализ позволяет сузить область 
определения комплексной амплитуды спирального 
пучка со всей комплексной плоскости до прямо-
угольника D с уже конечными границами, что отра-
жено наглядно на рис. 3. 

 
Рис. 3. Слева – новая область определения D, задаваемая 
контуром границы самолета, справа – интенсивность спи-
рального пучка как фрагмент всей комплексной плоскости 

3. Разработка численного метода, оценка  
количества производимых расчетов  

Поскольку входное изображение получается с фо-
томатрицы в виде двухмерного массива пикселей, 
произведем дискретизацию полученной в предыду-
щем параграфе области D, разбив ее на Ny и Nx точек 
по вертикали и по горизонтали, получив таким обра-
зом комплексную сетку. 

Комплексные числа хранятся на СВТ в виде пары 
вещественных чисел, которые определены реализаци-
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ей стандарта IEEE 754-2008 [13] и в двойной точно-
сти (double precision) требуют для своего хранения 8 
байт. Таким образом, для хранения одного спираль-
ного пучка в памяти ЭВМ требуется 16NxNy байт, что 
для изображения формата FullHD дает порядка 
15,8 Мегабайт, что является достаточно большой ве-
личиной даже по современным меркам, поскольку 
при распознавании объектов часто встречаются не 
отдельные изображения, а видеопотоки. Однако про-
блема заключается даже не в требуемых объемах па-
мяти, а в количестве расчетов, которые необходимо 
совершить для их получения. 

При получении изображения с фотоматрицы кон-
тур границы объекта будет представлен не аналити-
ческим выражением (1), а конечным набором точек 
(пикселей) в количестве N на плоскости вида:  

 1 2= , , , , , .i N       (5) 

Выделение контура объекта интереса на входном 
изображении является отдельной важной научной и 
инженерной задачей, но выходит за рамки настоящей 
статьи. При проведении исследований авторами была 
использована готовая реализация граничного детек-
тора Кэнни. Подбор параметров производился вруч-
ную для конкретной фотоматрицы и освещения рабо-
чей сцены. Основное требование к обрабатываемым 
контурам состоит в том, чтобы они имели толщину в 
один пиксель (не обладали утолщениями). Предло-
женный метод остается работоспособным даже при 
наличии множественных разрывов контура, матема-
тические выкладки остаются корректными, поскольку 
спиральный пучок строится для ломаной , отсут-
ствующие фрагменты интерпретируются как прямые 
линии между соответствующими точками, при этом 
качество получаемого результата распознавания, ко-
нечно же, снижается. 

Влияние шумовых дефектов на изображении бы-
ло исследовано и изложено авторами в [7, 8]. Было 
установлено, что наличие Гауссовой экспоненты 
exp (– (zz ̄/2)) с переменным параметром  позволяет 
для одной порождающей кривой строить сразу не-
сколько спиральных пучков с разной степенью дета-
лизации в поисках лучшего соотношения между 
сглаживанием шумов и выделением информационно 
значимых участков контура. 

Тогда интегро-дифференциальное выражение для 
комплексной амплитуды спирального пучка (2) при-
мет вид конечных сумм (аналог интеграла) и разно-
стей (аналог производной):  
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В последнем математическом выражении содер-
жится три вида математических операций: сложение, 
умножение, экспоненцирование. Произведем оценку 
количества необходимых для его расчета операций, 
пренебрегая сложением в силу его меньшей вычисли-
тельной сложности на СВТ. Для этого выражение 
оставлено в виде, когда экспонента от суммы 
exp(a + b) не приводится к exp(a)exp(b), поскольку эти 
выражения дают разный набор инструкций для ЭВМ. 

Для этого зафиксируем точку z = z0 области D  . 
Тогда выражение в больших круглых скобках дает 
следующие умножения: первое – 2z, второе – 
(2 )k kz    , третье – 1 1( )j j j     , четвертое – 

1 1( )j j j     , пятое – 1 / 2, шестое – 1 / 2. Седьмое 
умножение производится на |k+1 – k| после экспонен-
цирования. Указанные действия необходимо совер-
шить для всех слагаемых внешней суммы по k, что 
дает оценку на количество умножений, равную 7N. 
Взятие экспоненты осуществляется однократно для 
каждого из слагаемых внешней суммы в количестве N 
раз. Гауссовой экспонентой 2exp( ( ))zz   прене-
брежем, поскольку она дает всего три операции 
умножения и одно взятие экспоненты и не зависит от 
N – количества точек, задающих кривую. 

Вспомним, что эту процедуру необходимо проде-
лать для каждого z0 комплексной сетки D в количе-
стве Nx×Ny раз, что дает итоговую сложность расчетов 
комплексной амплитуды спирального пучка в 7NNxNy 
операций умножения и NNxNy операций взятия экспо-
нент. В том случае, если исходными данными для 
анализа контуров выступило изображение формата 
FullHD (1920×1080 пикселей), типичная длина конту-
ра границы объекта лежит в диапазоне от 300 до 4000 
точек в зависимости от площади исследуемого объек-
та на изображении. Взяв за среднее значение 
N = 2000, получим примерную количественную оцен-
ку количества операций: около 4 миллиардов взятий 
экспонент и 28 миллиардов умножений в комплекс-
ной арифметике. Без использования средств распа-
раллеливания вычислений центральный процессор в 
однопоточном режиме с тактовой частотой 2,4 ГГц 
выполняет их за время порядка 25 минут, что являет-
ся неприемлемым для организации процесса распо-
знавания объектов в видеопотоке режима реального 
времени 24 кадра / с. 

Получим аналогичные оценки для вычисления ко-
эффициентов разложения комплексной амплитуды спи-
рального пучка по базису мод Лагерра–Гаусса, преобра-
зовав для этого выражение (4) к дискретному виду:  
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Вновь воспользовавшись процедурой подсчета за-
действованных операций, получим, что для вычисле-
ния одного коэффициента разложения спирального 
пучка света требуется произвести порядка N взятий 
экспонент и 7N умножений. Однако поскольку в 
предыдущем параграфе нам удалось сузить область 
определения со всей комплексной плоскости  на 
сетку D, то сейчас достаточно лишь конечного набора 
комплексных коэффициентов для восстановления на 
ней спирального пучка. Для прежней кривой с коли-
чеством точек N = 2000 вычисление 500 коэффициен-
тов разложения приводит к 1 миллиону взятий экспо-
нент и 7 миллионам умножений в комплексной ариф-
метике, что в пересчете на время работы центрального 
процессора из примера выше составляет 0,375 секунд и 
требует для хранения лишь 7,8 Кб памяти. 

4. Результаты численного эксперимента  

После произведенной дискретизации модели про-
изведем расчеты, взяв для начала достаточно простой 
объект на плоскости: эпициклоиду, заданную в виде 
набора пикселей на изображении. Следует отметить, 
что теперь имеется два способа описания контура 
объекта интереса в терминах спиральных пучков све-
та: это непрерывные интегро-дифференциальные вы-
ражения и дискретные выражения в виде конечных 
сумм и разностей. К достоинствам первого способа 
следует отнести наличие аналитического обоснова-
ния работоспособности предложенного метода анали-
за контуров, к недостаткам – отсутствие возможности 
в явном виде производить расчеты на средствах вы-
числительной техники, поскольку взятие интегралов 
и производных сопровождается процедурой предель-
ного перехода, недостижимой на ЭВМ. Именно дис-
кретизация полученных выражений привела ко вто-
рому способу описания в виде конечных сумм и раз-
ностей, которые уже могут быть реализованы на вы-
числительных средствах, что ликвидирует подчерк-
нутый выше недостаток. Теперь не обязательно иметь 
аналитическое выражение для кривой (t) в ком-
плексно-параметрическом виде (1), поскольку явных 
координат точек на комплексной сетке достаточно в 
виде (5). Восстановление же комплексной амплитуды 
спирального пучка следует производить по формуле 
(6) – дискретному аналогу формулы (3), но не содер-
жащей процедур дифференцирования и интегрирова-
ния, расчет коэффициентов разложения также ведется 
по формуле (7) вместо (4). 

На распределении фазы кольцами отмечены обла-
сти расположения нулей комплексной амплитуды – 
дислокаций волнового фронта, содержащиеся под по-
рождающей кривой, крестами – содержащиеся сна-
ружи от порождающей кривой, и дающие световому 
полю топологический заряд. Из рис. 4 видно, что ну-
лей, которые заключены под порождающей кривой, 
недостаточно для формирования визуально схожего с 
ней спирального пучка. Тем не менее, при увеличе-

нии количества коэффициентов на распределении фа-
зы появляются также и внешние по отношению к 
кривой нули, что позволяет успешно сформировать 
искомое распределение светового поля. 

 
Рис. 4. Восстановление спирального пучка для кривой 
в форме эпициклоиды, верхний ряд – интенсивности, 
нижний – фазы. Количество нулей под порождающей 

кривой фиксировано и равно 6. Слева направо: количество 
коэффициентов равно 6, 9, 12, 15 

Вполне понятно, что пятнадцати комплексных чисел 
может оказаться достаточно для описания такого про-
стого объекта, как эпициклоида, но увеличение их ко-
личества позволяет задавать и более сложные контуры. 
Так, на рис. 5 демонстрируется процесс восстановления 
спирального пучка в форме границы самолета. 

 
Рис. 5. Восстановление спирального пучка для кривой 

в форме самолета, верхний ряд – интенсивности, нижний – 
фазы. Количество нулей под порождающей кривой 
фиксировано и равно 40. Слева направо: количество 

коэффициентов равно 1, 40, 80, 120, 160 

Приведенные иллюстрации для рис. 4 и 5 были 
рассчитаны посредством СВТ. Подход к восстанов-
лению светового поля через его коэффициенты раз-
ложения по базисной системе не является новым для 
ЭВМ, однако в параграфе 2 было строго доказано, 
что в этом случае спиральный пучок ведет себя 
устойчиво и предсказуемо на вполне определенном 
фрагменте комплексной сетки, а в окончании пара-
графа 3 показано, что требуемые расчеты занимают 
разумное количество как процессорного времени, так 
и оперативной памяти. Этот факт позволяет в даль-
нейшем ставить задачу анализа не одного контура на 
изображении, но сотен контуров в видеопотоке ре-
ального времени. 

Заключение 

В статье в кратком виде была изложена математи-
ческая модель распознавания контуров объектов ин-
тереса на растровом изображении посредством аппа-
рата оптики спиральных пучков. Произведена дис-
кретизация указанной модели, а именно, показано, 
как определенное на всей комплексной плоскости 
световое поле может быть рассмотрено лишь на ко-
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нечной сетке заранее известных размеров. Приведены 
расчеты количества операций, которые требуется со-
вершить ЭВМ для построения интересующих объек-
тов. Продемонстрированы результаты численных 
экспериментов, показывающие соответствие расчетов 
предсказаниям теории и дающие возможность ста-
вить в дальнейшем более сложную задачу анализа 
одновременно многих контуров в видеопотоке. 
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Abstract 

The article briefly outlines a mathematical model for recognizing contours of the objects of in-
terest in a raster image. The process of its discretization is discussed in more detail as part of the 
development of numerical methods that allow the proposed model to be implemented using  mod-
ern computer technology, while achieving real-time performance. Explicit mathematical proce-
dures suitable for writing application software codes are given, an estimate of computational com-
plexity is obtained, and the possibility of achieving real-time performance is confirmed. Results of 
a numerical experiment on the reconstruction of spiral light beams are presented. 
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