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Аннотация 

Формулы Ричардса–Вольфа не только адекватно описывают световое поле в остром фо-
кусе, но и позволяют описать световое поле сразу за идеальной сферической линзой, то есть 
на сходящемся сферическом волновом фронте. Зная все проекции векторов напряженности 
светового поля сразу за линзой, можно найти продольные компоненты спинового и орби-
тального угловых моментов. При этом продольная проекция спинового углового момента 
сразу за линзой либо остается нулем, либо уменьшается. Это означает, что сразу за линзой 
проявляется эффект спин-орбитального преобразования, когда часть «спина переходит в 
орбиту». При этом сумма продольных проекций спинового и орбитального угловых момен-
тов сохраняется. Что касается спинового эффекта Холла, то он не формируется сразу за 
линзой, а появляется по мере фокусировки. То есть сразу за линзой нет эффекта Холла, а в 
фокусе он максимальный. Это происходит потому, что сразу за линзой формируются два 
оптических вихря с топологическими зарядами 2 и – 2 и со спином разного знака, то есть с 
левой и правой круговой поляризацией. Но так как амплитуды этих вихрей одинаковые, то 
суммарный спин равен нулю. По мере фокусировки и в самом фокусе амплитуда у оптиче-
ских вихрей становится разной, и поэтому появляются области со спином разного знака 
(эффект Холла). Например, если в начальном поле присутствовал оптический вихрь с топо-
логическим зарядом n и линейной поляризацией, то сразу за линзой появятся два дополни-
тельных оптических вихря с топологическими зарядами n + 2 и n – 2 и разными спинами. 
Эти вихри распространяются с разной расходимостью, и поэтому в фокусе будут иметь раз-
ную амплитуду, и их спины уже не будут компенсировать друг друга. Также найден общий 
вид начальных световых полей, у которых в фокусе продольная компонента поля нулевая. В 
этом случае у вектора спинового углового момента отличной от нуля может быть только 
продольная компонента. Вектор спинового углового момента, вытянутый в фокусе только 
вдоль оптической оси, используют в задачах магнетизации.  

Ключевые слова: спиновый угловой момент, орбитальный угловой момент, тополо-
гический заряд, эффект Холла, спин-орбитальная конверсия, формулы Ричардса –
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Введение 

В современной оптике много внимания уделяется 
эффектам спин-орбитальной конверсии и спиновому 
эффекту Холла. Эти фундаментальные и универсаль-
ные эффекты заключаются в том, что свет c круговой 
поляризацией, когда отражается или проходит через 
градиентные (неоднородные) среды, приобретает по-
перечный сдвиг [1, 2]. Если свет с правой круговой 
поляризацией, который обладает положительным 
спиновым угловым моментом (СУМ), проходит через 
q-пластину [3] или через элемент с метаповерхностью 

[4], то на выходе появляется оптический вихрь с ле-
вой круговой поляризацией, который обладает орби-
тальным угловым моментом (ОУМ). С этим эффек-
том связаны многие другие оптические эффекты, 
например, эффект «оптических колес» [5], оптиче-
ский эффект Магнуса [6], эффект магнетизации [7]. 
Оптический эффект Холла впервые был обнаружен в 
2007 году [8]. В [8] cвет с линейной поляризацией по-
сле прохождения через многослойный микрорезона-
тор в дальней зоне дифракции формировал пучок в 
виде узкого кольца интенсивности, на котором были 
области с левой и правой эллиптической поляризаци-
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ей. Преобразование светового пучка с начальной ли-
нейной поляризацией в пучок, в котором имеются об-
ласти с разным спином, то есть области с левой и 
правой круговой поляризацией, и называется спино-
вым эффектом Холла [9]. Оптический эффект Холла 
наблюдали при отражении от раздела сред [10], при 
прохождении многослойных структур [11] и метапо-
верхностей [12, 13], а также в фокусе сферической 
линзы [14]. 

В данной работе с помощью теории Ричардса–
Вольфа [15] мы детально исследуем прохождение 
света через сферическую линзу и вызванное этим 
преобразование продольных составляющих плотно-
сти СУМ и ОУМ. Мы покажем, что спин-орбитальная 
конверсия происходит сразу за линзой, а спиновый 
эффект Холла сразу за линзой равен нулю и достига-
ет своего максимума в фокусе. Мы также приведем 
общий вид начального светового поля, у которого в 
фокусе нет продольной проекции вектора напряжен-
ности электрического поля. У таких полей вектор 
спина и пропорциональный ему вектор магнетизации 
имеют только продольную проекцию и направлены 
вдоль оптической оси. 

1. Плотность спина, орбитальный угловой 
момент и поток энергии сразу за сферической 

линзой 

Согласно теории Ричардса–Вольфа [15, 16] все 
проекции светового поля вблизи острого фокуса опи-
сываются с помощью интегралов вида: 
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где E (ρ, ψ, z) – напряжённость электрического и маг-
нитного полей в фокусе, B (θ, φ) – амплитуда электри-
ческого поля во входном зрачке широкоапертурной 
оптической системы (θ – полярный угол, φ – азиму-
тальный), T(θ) – функция аподизации линзы, ƒ – фо-
кусное расстояние, k = 2π/λ – волновое число, λ – дли-
на волны (в моделировании считалась равной 
532 нм), α – максимальный полярный угол, определя-
емый числовой апертурой линзы (NA = sin α), 
P (θ, φ) – вектор поляризации для напряжённости 
электрического и магнитного полей сразу за сфериче-
ской линзой, имеющий вид: 
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где a (θ, φ) и b (θ, φ) – функции, описывающие состоя-
ние поляризации x- и y-компонент напряжённостей 
начального (сразу перед линзой) электрического поля 
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Функция аподизации рефракционной линзы имеет 
вид T (θ) = cos (θ)1/2, а если линза дифракционная (зон-
ная пластинка Френеля), то функция аподизации име-
ет другой вид T (θ) = cos (θ)–3/2 [17].  

Из соотношений (2) – (4) получим проекции свето-
вого поля сразу за сферической линзой, то есть про-
екции векторов напряженности светового поля на 
сферическом волновом фронте: 
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Зная проекции светового поля сразу за сфериче-
ской линзой, можно найти плотность спина или про-
дольную проекцию вектора спинового углового мо-
мента сразу за линзой: 

     * *, 2 Im 2cos Imz x yS E E a b      (6) 

и продольную проекцию вектора орбитального угло-
вого момента сразу за линзой: 
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Напомним, что вектор СУМ определяется выра-
жением [18] 

 *1
Im ,
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S E E  (8) 

где ω – угловая частота света. А вектор ОУМ опреде-
ляется следующим выражением [19]: 
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Постоянную 1/(8πω) в (8) и (9) будем опускать. 
Аналогично (6) и (7) можно найти поперечные и про-
дольные проекции вектора Пойнтинга (потока энер-
гии) сразу за линзой. Вектор Пойнтинга определяется 
выражением [15]: 
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где E и H – векторы напряжённости электрического и 
магнитного полей, знаки «*» и «×» – комплексное со-
пряжение и векторное произведение, Re и Im – дей-
ствительная и мнимая части комплексного числа, а 
c – скорость света в вакууме. Далее будем опускать 
константу c/(2π). Подставим (5) в (10), получим: 
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Используя радиальную (Pr) и азимутальную (Pφ) 
проекции вектора Пойнтинга, вместо (11) запишем: 
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В заключение этого параграфа приведем выраже-
ния для найденных здесь величин сразу перед линзой, 
то есть в начальной плоскости. Используя проекции 
векторов начального поля (3) и (4) и определения 
(8) – (10), получим: 
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2. Спин-орбитальное преобразование  
сразу за сферической линзой 

Из сравнения первого уравнения в (13) и уравне-
ния (6) видно, что сразу за линзой продольная плот-
ность спина уменьшилась: 

     * *
0, 2cos Im 2 Im .z zS a b a b S       (14) 

Это означает, что сразу за сферической линзой про-
исходит спин-орбитальное преобразование и «часть 
спина переходит в орбиту». Уравнение (7) громоздкое, 
поэтому мы докажем предыдущее утверждение для 
случая, когда начальное поле не зависит от азимуталь-
ного угла (например, плоская волна с круговой поляри-
зацией). То есть a и b в (3) и (4) – это комплексные ве-
личины. Тогда получим (0 < θ < π /2): 
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Из (15) видно, что у начального поля ОУМ был 
равен нулю, а сразу за линзой продольная компонента 
ОУМ отлична от нуля. Причем сумма продольных 
СУМ и ОУМ сохранилась и равна начальной про-
дольной проекции СУМ: 
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То есть уменьшение начального СУМ сразу после 
линзы (14) означает появление у пучка ОУМ (15). 
Причем величина ОУМ равна величине, на которую 
уменьшился СУМ, так, что сумма ОУМ и СУМ со-
храняется после линзы. Заметим, что после линзы 
только радиальный поток энергии (12) отличен от ну-
ля, так как свет сходится в фокус, а азимутальный по-
ток равен нулю. Однако появление ОУМ сразу после 
линзы означает, что поперечный азимутальный поток 
энергии начинает возрастать и в фокусе достигает 
наибольшего значения, которое для начального поля 
с круговой поляризацией равно [20]: 
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Функции Iν,µ в (17) обозначают следующие инте-
гралы, где первый индекс – тип интеграла (ν = 0, 1, 2), 
а второй индекс (µ = 0, ±1, ± 2, …) равен порядку 
функции Бесселя Jμ (ξ) под интегралом: 
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где f – фокусное расстояние сферической линзы, 
(r, φ, z) – цилиндрические координаты, θ0 – макси-
мальный угол наклона лучей к оптической оси, опре-
деляющий числовую апертуру апланатической линзы 
NA = sin (θ0), ξ = kr sin (θ). 

Рассмотрим другой частный случай. Пусть функ-
ция a(φ) зависит от азимутального угла φ, а b равна 
нулю. Этому случаю соответствует начальное вихре-
вое поле с линейной поляризацией:  
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где n – топологический заряд вихревого поля. Тогда в 
начальной плоскости СУМ будет равен нулю, а ОУМ 
отличен от нуля: 
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Сразу за линзой для начального поля (19) получим: 
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Из (21) видно, что СУМ после линзы будет по-
прежнему нулевой, а продольная проекция ОУМ 
уменьшается по сравнению с начальной плоскостью 
(20) и зависит от азимутального угла. 

3. Усиление эффекта Холла по мере фокусировки 

Из (5) видно, что сразу после линзы поперечные 
проекции электрического поля будут иметь вид: 
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Из (22) видно, что сразу после сферической 
линзы формируются два оптических вихря с топо-
логическими зарядами 2 и –2 и с разными спинами. 
СУМ второго и третьего слагаемых в (22), 
(E1x, E1y) = (a – ib, ia – b), (E2x, E2y) = (a + ib, – ia – b) 
имеет разные знаки:  

   2 2* *
1 1 1 2 2 22 2 .z x y z x yS E E a b S E E       

Но в сумме, так как амплитуды второго и треть-
его слагаемых в (22) одинаковые, спин второго и 
третьего слагаемых равен нулю. И если первое сла-
гаемое (начальное поле) не имеет спина, 
S0z

 = 2 Im (a*b) = 0, то и все поле сразу после линзы 
будет иметь линейную поляризацию, в общем слу-
чае неоднородную. По мере распространения поля 
(22) дополнительные вихри с топологическими за-
рядами 2 и – 2 будут иметь разную амплитуду, и у 
поля (22) появятся локальные области с разным 
спином, то есть проявится спиновый эффект Холла. 
Например, если a (φ) = exp (inφ) и b (φ) = 0, то 
начальное поле представляет собой оптический 
вихрь с топологическим зарядом n и линейной по-
ляризацией. Для такого поля в плоскости фокуса 
получим выражение для поперечного электриче-
ского поля [21]: 
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В (23) интегралы I0,n, I2,n +2 и I2,n –2 определены в 
(18). Из (23) видно, что в отличие от (22), у второго и 
третьего слагаемых со спином разного знака ампли-
туды разные, I2,n +2 и I2,n –2, если n отлично от нуля. 
Амплитуды разные потому, что оптические вихри с 
разным топологическим зарядом имеют разную рас-
ходимость из-за дифракции в свободном простран-
стве. Поэтому при сложении их спины не компенси-
руются, и у светового поля в фокусе будут области с 
разным спином, то есть области, в которых поляриза-
ция либо левая эллиптическая, либо правая эллипти-
ческая. То есть в фокусе начального поля 
a (φ) = exp (inφ) и b (φ) = 0 будет иметь место спино-
вый эффект Холла, хотя в начальной плоскости и сра-
зу за линзой у светового поля был нулевой спин (ли-
нейная поляризация). 

4. Световые поля с нулевой продольной 
компонентой поля в фокусе 

Заметим, что третье уравнение в (5) позволяет по-
лучить условие, которому должно удовлетворять 
начальное световое поле, чтобы сразу после линзы и 
в фокусе у него не было бы продольной компоненты 
поля. Действительно, приравнивая третью компонен-
ту электрического поля к нулю, получим уравнение: 

   cos sin 0.a b      (24) 

Из (24) сразу следует, что продольная проекция 
электрического вектора равна нулю у азимутальной 
поляризации: 
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и у обратной азимутальной поляризации 
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Можно показать, что поле с начальной поляриза-
цией вида 

 
 
 

, sin 2
,

cos 2 1,

a
E

b

     
            

 (27) 

также будет удовлетворять уравнению (24) и не будет 
иметь продольной составляющей в фокусе. Из (24) 
следует, что у светового поля, у которого нет про-
дольной компоненты в фокусе, не будет также про-
дольной компоненты СУМ сразу за линзой: 
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   * *2cos Im 2cos cot Im 0.zS a b a a        (28) 

Общее решение уравнения (24) будет иметь вид: 
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где f (φ) – любая непрерывная функция. Например, 
при f (φ) = cos (φ) поле (29) совпадает с полем (27). 
При f (φ) = exp (inφ) поле (29) является азимутальным 
векторным полем с внедренным оптическим вихрем с 
топологическим зарядом n. У такого поля в фокусе 
сферической линзы появляется отличная от нуля 
СУМ [22], хотя в начальной плоскости СУМ равен 
нулю (28). Световые поля, у которых в фокусе про-
дольная компонента вектора напряженности элек-
трического поля равна нулю, интересны для опти-
ческого намагничивания материалов на основе об-
ратного эффекта Фарадея [22]. Так как если про-
дольная компонента поля равна нулю, то вектор 
магнетизации, который пропорционален продоль-
ной компоненте СУМ и равен  

 * ,i  M E E  (30) 

где γ – коэффициент связи, пропорциональный маг-
нито-оптической чувствительности материала, имеет 
только продольную компоненту: 

 *2 Im .z x yM E E    (31) 

Покажем, что в фокусе вихревого поля с тополо-
гическим зарядом n и с азимутальной поляризацией, 
которое имеет вид (29) и не имеет продольной проек-
ции электрического вектора, будет иметь место спи-
новый эффект Холла. Действительно, начальный век-
тор Джонса такого поля имеет вид: 

  sin
.

cos
inE e 

  
    

 (32) 

Проекции вектора напряженности в фокусе поля 
(32) можно найти в [23]: 
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 (33) 

Интегралы Iμ,ν, входящие в (33), определены в 
(18). Из (33) видно, что световое поле в фокусе пред-
ставляет собой суперпозицию оптического вихря с 
топологическим зарядом n +1 и левой круговой поля-
ризацией и оптического вихря с топологическим за-

рядом n –1 и правой круговой поляризацией с разны-
ми амплитудами A и B: 
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Из-за того, что амплитуды двух оптических вих-
рей со спинами разных знаков отличаются по вели-
чине, то у всего поля спин будет отличен от нуля. 
Действительно, найдем продольную проекцию СУМ 
поля (34), других проекций у вектора СУМ поля (33) 
не будет: 

   

 

2*
0, 1 2, 1

2
0, 1 2, 1

1
2 Im

2

.

z x y n n

n n

S E E I I

I I

 

 

   

  

 (35) 

Из (35) видно, что распределение СУМ в фокусе 
имеет радиальную симметрию и на разных радиусах 
будет иметь разные знаки. Например, на оптической 
оси при r = 0 и при n = 1 СУМ будет положительный 
(правая круговая поляризация), а при n = –1 СУМ бу-
дет отрицательным (левая круговая поляризация). При 
n = 0 СУМ во всей плоскости фокуса равен нулю, а при 
n, отличном от нуля и единицы, СУМ на оптической 
оси равен нулю, а с увеличением расстояния от опти-
ческой оси будет чередовать знаки плюс и минус. То 
есть в фокусе будет иметь место радиальный спиновый 
эффект Холла и вектор магнетизации (30) будет иметь 
только продольную составляющую (31). 

Для полноты картины приведем выражение для 
полной интенсивности и для интенсивности попереч-
ных проекций в фокусе при начальном поле (32): 
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 (36) 

Из (36) видно, что полная интенсивность в фокусе 
для начального поля (32) имеет круговую симметрию, 
так как зависит только от радиальной переменной, 
I = A(r). А поперечные интенсивности имеют осевую 
симметрию, так как при замене угла φ на φ + π карти-
на интенсивности не меняется. Также особенность 
поперечной интенсивности (36) в том, что интенсив-
ность Ix переходит в интенсивность Iy при повороте 
угла φ на π /2. Также из (36) видно, что при топологи-
ческом заряде n = 1 или n = –1 в фокусе поля (36) 
формируется круглое световое пятно, так как на оп-
тической оси интенсивность равна выражению: 
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   2
1 0,0 2,00 .nI r I I     (37) 

Выражение (37) больше нуля потому, что интегралы 
(18) при втором индексе, равном нулю, имеют под инте-
гралом функцию Бесселя нулевого порядка J0

 (ξ), кото-
рая в нуле равна единице: J0

 (0) = 1. При других значения 
топологического заряда в фокусе сформируется свето-
вое кольцо. Эти выводы будут подтверждены с помо-
щью моделирования в следующем параграфе. 

5. Моделирование 

С помощью интеграла Ричардса–Вольфа моделиро-
валась фокусировка пучка (32) с длиной волны 532 нм и 
топологическими зарядами 1 (рис. 1 – 2), 2 (рис. 3 – 4) и 3 
(рис. 5 – 6) апланатическим объективом (T = cos1/2 θ) с 
числовой апертурой NA = 0,95. Распределения интен-
сивности приведены на рис. 1, 3, 5, а продольной компо-
ненты спинового углового момента – на рис. 2, 4, 6. Из 
рис. 1, 3, 5 видно, что при n = 1 фокус имеет вид круглого 
светового пятна, а при n = 2 и n = 3 фокус имеет вид 
кольца. Поперечные проекции интенсивности на 
рис. 1, 3, 5 переходят друг в друга при повороте на π /2. 
Продольной интенсивности у поля (32) нет. Численно 

рассчитанные интенсивности продольной компоненты 
имели значения порядка 10 –34 и на рис. 1, 3, 5 не приве-
дены. Продольная проекция СУМ на рис. 2, 4, 6 соглас-
но (35) имеет круговую симметрию. При n = 1 на рис. 2 
видно, что СУМ максимальна на оптической оси и по-
ложительная, то есть вблизи оптической оси в фокусе у 
поля (32) имеет место правая круговая поляризация и 
вектор поляризации вращается против часовой стрелки. 
Поэтому такое световое поле используют для намагни-
чивания материалов с помощью обратного эффекта Фа-
радея [25]. Также на рис. 2 видно, что СУМ меняет знак 
и центральная область с положительным спином окру-
жена кольцевой областью с отрицательным спином. 
Так, что полный спин равен нулю, как и в начальной 
плоскости поля (32). Разделение в фокусе областей со 
спином разного знака является проявлением радиально-
го спинового эффекта Холла. Из рис. 4 и 6 видно, что 
при топологическом заряде n > 1 в фокусе правая эллип-
тическая поляризация формируется на световом кольце 
с центром на оптической оси, и ее окружает кольцо с 
левой круговой поляризацией. Чем больше значение 
n > 1, тем больше радиусы этих колец и тем больше вы-
тягиваются эллипсы поляризации. 

а)  б)  в)  
Рис. 1. Интенсивность I (а) и ее поперечные составляющие Ix (б), Iy (в) при фокусировке пучка (32) с топологическим 

зарядом n = 1 

а)  б)  
Рис. 2. Продольная компонента спинового углового момента Sz (а) и ее сечение вдоль оси x (б) при фокусировке пучка (32) 

с топологическим зарядом n = 1 

а)  б)  в)  
Рис. 3. Интенсивность I (а) и ее поперечные составляющие Ix (б), Iy (в) при фокусировке пучка (32) с топологическим 

зарядом n = 2 
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а)  б)  
Рис. 4. Продольная компонента спинового углового момента Sz (а) и ее сечение вдоль оси x (б) при фокусировке пучка (32) 

с топологическим зарядом n = 2 

а)  б)  в)  
Рис. 5. Интенсивность I (а) и ее поперечные составляющие Ix (б), Iy (в) при фокусировке пучка (32) с топологическим 

зарядом n = 3 

а)  б)  
Рис. 6. Продольная компонента спинового углового момента Sz (а) и ее сечение вдоль оси x (б) при фокусировке пучка (32) 

с топологическим зарядом n = 3 

Заключение 

С помощью известных уравнений (1) – (4) показано, 
что сразу за сферической линзой продольная проекция 
СУМ уменьшается (6), и если до линзы не было ОУМ, 
то сразу после линзы ОУМ появляется (15). При этом 
сумма продольных СУМ и ОУМ сохраняется (16). То 
есть спин-орбитальная конверсия происходит сразу за 
сферической линзой. Но азимутальный поток энергии, 
который обычно присутствует у световых полей с 
ОУМ, сразу за линзой равен нулю (12). Азимутальный 
поток энергии начинает возрастать после линзы и до-
стигает максимального значения в фокусе (13). Также 
спиновый эффект Холла сразу за линзой равен нулю 
(22), а в фокусе достигает максимума (23). Это проис-
ходит так. Сразу за линзой в сходящемся поле появля-
ются оптические вихри с топологическими зарядами 
разных знаков и с круговыми поляризациями также 
разных знаков (22). Но так как их амплитуды равны, то 
суммарный спин остается равен нулю. По мере фоку-
сировки оптические вихри с разными топологически-
ми зарядами расходятся из-за дифракции в свободном 

пространстве по-разному. Поэтому в фокусе разные 
вихри будут иметь разную амплитуду и их сумма бу-
дет иметь в разных областях фокальной плоскости 
спин разного знака (23). 

Уравнения (2) позволяют найти общий вид 
начального векторного поля (29), которое в фокусе 
не имеет продольной проекции вектора напряжен-
ности электрического поля (33). У таких полей в 
фокусе есть только продольная проекция СУМ 
(35), которая может при некоторых параметрах 
иметь максимум на оптической оси. У таких полей 
вектор магнетизации имеет только продольную 
компоненту (31). Такие световые поля используют-
ся для намагничивания материалов за счет обрат-
ного эффекта Фарадея [24 – 26].  
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Spin-orbital conversion of the light field  
immediately behind an ideal spherical lens 
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Abstract  

The Richards-Wolf equations not only adequately describe a light field distribution at the sharp 
focus, but are also able to describe a light field distribution just behind an ideal spherical lens, i.e. 
on a converging spherical wavefront. Knowing all projections of light field strength vectors behind 
the lens, longitudinal components of the spin angular momentum and orbital angular momentum 
(SAM and OAM) can be derived. In this case, the longitudinal projection of the SAM just behind 
the lens either remains zero or decreases. This means that the spin-orbital conversion (SOC), 
where part of the “spin transfers orbit”, occurs just behind the ideal spherical lens. Notably, the 
sum of the longitudinal projections of SAM and OAM is conserved. Regarding the spin Hall 
effect, it is revealed that rather than forming just behind the lens, it appears as focusing occurs. 
Thus, we find that while just behind the lens there is no Hall effect, it becomes maximally 
pronounced in the focal plane. It is because just behind the ideal spherical lens, two optical 
vortices with topological charges (TCs) -2 and 2 and opposite-sign spins (with right and left 
circular polarization) are generated. However, the total spin is equal to zero because the two 
vortices have the same amplitudes. The amplitudes of the optical vortices become different in the 
course of focusing and in the focal plane and, therefore, areas with opposite-sign spins (Hall 
effect) are formed. We also present a general form of the incident light fields whose longitudinal 
component is zero in the focal plane. In this case, the SAM vector can only have the longitudinal 
non-zero component. The notion of the SAM vector elongated only along the optical axis in the 
focal plane is applied for solving magnetization problems. 

Keywords: spin angular momentum, orbital angular momentum, topological charge, Hall 
effect, spin-orbital conversion, Richards-Wolf formulas, tight focusing. 
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