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Аннотация 

Исследуются вероятностные модели кодирования дискретных сообщений и распознавания 
образов (классификации объектов) по ансамблям данных различной модальности. Для рас-
сматриваемых моделей построены аналитические зависимости наименьшей средней взаимной 
информации между ансамблем данных и множеством возможных решений от допустимой ве-
роятности ошибки в форме монотонно убывающих функций. Приводятся примеры таких 
функций для схемы кодирования независимых символов конечного алфавита, представлен-
ных парами значений с возможными искажениями, и для схемы классификации составных 
объектов, заданных изображениями лица и подписи. Обращения полученных функций дают 
нижние границы вероятности ошибки при заданном количестве обрабатываемой информа-
ции. Полученные соотношения представляют двухфакторные критерии качества принимае-
мых решений в задачах кодирования и классификации и являются обобщениями известной в 
теории информации функции «скорость-погрешность» (rate distortion function).  
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Введение 

В задачах кодирования источников дискретных 
сообщений с допустимой погрешностью и задачах 
распознавания образов (классификации) важной ха-
рактеристикой качества принимаемых решений явля-
ется вероятность ошибки, которая зависит от количе-
ства обрабатываемой информации. Известное в тео-
рии информации соотношение между количеством 
информации и вероятностью ошибки определяется 
функцией «скорость-погрешность» [1], которая дает 
наименьшее количество информации при заданной 
вероятности ошибки либо наименьшую вероятность 
ошибки при заданном количестве информации. Такое 
соотношение не зависит от алгоритмов кодирования 
и является двухфакторным критерием качества коди-
рования дискретных сообщений с погрешностью, из-
меряемой в метрике Хемминга. В настоящей работе 
предлагается обобщение указанного соотношения для 
кодирования дискретных сообщений, переданных по 
каналу с шумом. 

В теории классификации известны методы опти-
мизации решающих алгоритмов, которые позволяют 
минимизировать вероятность ошибки [2, 3]. Однако 
эти методы ориентированы на конкретные алгоритмы 
и не дают общего подхода для нахождения потенци-
ально достижимой точности при заданном количестве 
обрабатываемой информации. Поскольку теоретико-
информационная модель классификации данных 

схожа с моделью кодирования сообщений, передан-
ных по каналу с шумом, естественно найти соотно-
шение между количеством обрабатываемой инфор-
мации и потенциально достижимой вероятностью 
ошибки классификации, которое не зависело бы от 
алгоритмов принятия решения. 

Построение соотношений вероятности ошибки и 
количества обрабатываемой информации для указан-
ных моделей кодирования и классификации базиру-
ется на рассмотренной в [4] схеме кодирования не-
прерывных сообщений с квадратичной погрешно-
стью. В отличие от традиционной схемы кодирования 
источника с допустимой погрешностью [1, 5], в такой 
схеме кодирование выполняется на выходе стохасти-
ческого канала наблюдения, который вносит не-
устранимую погрешность.  

В работе [6] получены зависимости наименьшего 
количества обрабатываемой информации от допусти-
мых значений вероятности ошибки для моделей ко-
дирования и классификации, в которых выходы кана-
лов наблюдения представлены данными одной мо-
дальности. Цель настоящей работы состоит в постро-
ении таких зависимостей для моделей кодирования и 
классификации с составными каналами наблюдения, 
выходы которых представлены данными различной 
модальности. Зависимости наименьшего количества 
обрабатываемой информации от вероятности ошибки 
строятся в форме монотонно убывающих функций. 
Поэтому обращения таких функций дают значения 
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потенциально достижимой вероятности ошибки при 
различных значениях количества используемой ин-
формации. Такие соотношения могут быть полезны 
для анализа эффективности алгоритмов кодирования 
и классификации, поскольку позволяют оценить из-
быточность вероятности ошибки алгоритмов относи-
тельно потенциально возможных значений при лю-
бом количестве обрабатываемой информации.  

Структура работы включает формализацию моде-
лей кодирования и классификации (параграф 1) и по-
строение для рассматриваемых моделей аналитиче-
ских нижних границ вероятности ошибки при задан-
ном количестве обрабатываемой информации (пара-
граф 2). В параграфе 3 приводятся примеры таких 
границ для схемы кодирования статистически незави-
симых сообщений с двумя каналами наблюдения и 
для схемы классификации изображений лиц и подпи-
сей по составным объектам «лицо-подпись». 

1. Вероятностные модели кодирования 
и классификации  

Модель кодирования дискретных сообщений,  
переданных по каналу с искажениями 

Рассматривается модель кодирования дискретных 
сообщений с допустимой погрешностью в терминах 
понятий, принятых в теории информации [1]. 
Сообщениями источника являются статистически 
независимые символы алфавита U размера q  2, на 
котором задано распределение вероятностей 

 P ( ) .U UP u  

Символы алфавита U передаются по составному 
каналу наблюдения, выход которого образован ан-
самблем VM = V1VM q-ичных алфавитов Vm, 
m = 1,, M. Каждому входному символу uU состав-
ного канала соответствуют столбцы выходных векто-
ров vM = (v1,, vM)t, vmVm, m = 1,, M, с условными  
вероятностями 

 | |P ( | ) .M M
M

V U V UP v u  

Символы алфавита U воспроизводятся по сообще-
ниям из ансамбля VM безошибочно либо с погрешно-
стью символами алфавита Û U . На алфавите Û  
вводятся свободные условные распределения 

 ˆ ˆ ˆQ ,( | )M M
M

U|V U|VQ u v  

которые образуют канал воспроизведения. 
Рассмотрим схему кодирования блоков 

uN = (u1, …, uN) символов unU, n = 1,, N, в блоки 

1ˆ ˆ ˆ( ,..., )N
Nu u u  символов ˆˆnu U , n = 1,, N. Каждому 

uN соответствует блок 1( ,..., ) MN M M
Nv v v столбцов 

M M
nv V , n = 1,, N, на выходе составного канала 

наблюдения, и блок ˆNu строится по предъявляемому 
блоку vMN. Указанные блоки образуют множества 

UN = {uN}, VMN = {vMN}и ˆ ˆ{ }N NU u . При этом 

независимость символов источника и использование 
канала наблюдения и канала воспроизведения без 
памяти порождает на указанных множествах 
следующие распределения 

1
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N
N

U nU U
n
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

 
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n

Q v Q vu u

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 
 
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Множества ˆ, ,N MN NU V U  с распределениями (1) –
(3) образуют пару последовательных стохастических 
преобразований 

ˆ|
P Q ˆ .MN N N MNV U U |VN MN NU V U   (4) 

Используя побуквенную меру погрешности 
Хемминга между любой парой блоков uNUN и 

ˆˆ N Nu U , для схемы (4) вводится средняя на символ 
источника погрешность 
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 (5) 

и средняя на символ взаимная информация 
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где 
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Поскольку в (5) сумма по блокам uN в пересчете на 
символ источника дает вероятность ошибки на бло-
ке воспроизведения ˆNu по наблюдаемому блоку vMN, 
средняя на символ погрешность вида (5) соответ-
ствует вероятности ошибки на множестве блоков 
воспроизведения ˆ NU  по множеству наблюдаемых 
блоков VMN. 
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Зависимость функционалов (5) и (6) от свободных 
условных распределений вида (3) позволяет при за-
данных значениях  > 0 ввести функцию «взаимная 
информация-вероятность ошибки» 

ˆ
ˆ

Q ˆ

Q
Q :

ˆ( ; )

ˆ( ) min ( ; )
N MNU |V

N MNU |V
MN N

N MNU |V

MN N
MN

E V U

R I V U



   (7) 

порядка N, где минимум берется по всевозможным 
условным распределениям ˆQ N MNU |V  при  –ограниче-

нии вероятности ошибки. Учитывая, что распределе-
ния вида (1) – (3) заданы в форме произведений, 
функционалы (5) и (6) эквивалентны значениям 

ˆQ
ˆ( ; )

MU|V

ME V U  и 
ˆQ

ˆ( ; )
MU|V

MI V U  при N = 1. В этом слу-

чае функция (7) не зависит от N и может быть пред-
ставлена в форме 

ˆ
ˆ

Q ˆ

Q
Q :

ˆ( ; )

ˆ( ) min ( ; ).
MU|V

MU|V
M

MU|V

M
M

E V U

R I V U



   (8) 

Задача состоит в получении для функции (8) мо-
нотонно убывающей неотрицательной нижней грани-
цы ( ) ( )M MR R   . Тогда обратная функция 1( )MR I  

дает нижнюю границу вероятности ошибки кодиро-
вания источника при фиксированных значениях 
средней взаимной информации I. 

Модель классификации составных объектов 

Рассматриваемая модель классификации анало-
гична рассмотренной модели кодирования и форму-
лируется в терминах понятий, принятых в теории 
классификации [7]. Классы представлены множе-
ством меток  = {i, i =1,, c}  , 1,...,i i c    , 
c  2, с априорным распределением вероятностей 

 
1

P ( ) .
c

i i
P  

   (9) 

Классифицируемые составные объекты образуют 
ансамбль множеств XM = X1 XM, в котором Xm, 
m = 1,, M – множество объектов, порождаемых m-м 
источником. Каждый составной объект задан столб-
цом объектов xM = (x1,, xM)tXM одного класса, эле-
менты которого xmXm, m = 1,, M, являются объек-
тами соответствующих источников. Будем считать, 
что на ансамбле XM заданы условные по классам рас-
пределения  

 | | 1
P ( | ) ,M M

c
M

i
i

P  
 X X x  (10) 

которые образуют составной канал наблюдения.

                                    Решения о классах составных объектов образуют 
множество оценок  ˆ , 1,...,j j c     меток классов. 

В общем случае решение принимается по блоку 
составных объектов одного класса

 1( ,..., )MN M M
Nx x x , 

в котором , 1,...,M M
n n N x X . Блоки составных объ-

ектов образуют множество XMN = {xMN}. Для состав-
ного канала наблюдения без памяти условные по 

классам распределения вероятностей блоков состав-
ных объектов с учетом (10) имеют вид 

| | |
1

P ( | ) ( | ) .MN MN M
n

N
MN M

i n i

n

P P  


 
    
 

X X Xx x  (11) 

На множестве оценок классов ̂  вводятся сво-
бодные условные по блокам составных объектов рас-
пределения вероятностей 

 ˆ ˆQ .( | )MN MN
MN

j| |Q  X X x  (12) 

Множества , XMN и ̂  совместно с распределе-
ниями (9), (11) и (12) образуют последовательность 
стохастических преобразований 

ˆ| |
P Q ˆ .MN MNMN  X XX  (13) 

Используя меру погрешности Хемминга между ис-
тинными классами и их оценками в схеме (13), вво-
дится средняя вероятность ошибки 
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1 1
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 (14) 

и средняя взаимная информация 
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где 
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Зависимость функционалов (14) и (15) от свободных 
условных распределений (12) позволяет при значениях 
 > 0 ввести соотношение «взаимная информация-
вероятность ошибки» в форме условного минимума 

Q

Q
Q :

ˆ( ; )

( ) min min ˆ( ; ).
MN|

MN|
MN

MN|

MN
M

N

E

R I





 

  
X

X

X
X

X  (16) 

Внутренний минимум в (16) берется по всевоз-
можным распределениям ˆQ MN|X  при заданном -

ограничении средней вероятности ошибки, а внеш-
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ний – по длине блоков N. Для модели классификации, 
как и для модели кодирования, задача заключается в 
построении монотонно убывающей неотрицательной 

нижней границы ( ) ( )M MR R    . Тогда обратная 

функция 1( )MR I  дает нижнюю границу вероятности 

ошибки при заданных значениях средней взаимной 
информации I. 

2. Вычисление функций 
«взаимная информация-вероятность ошибки» 

Нижняя граница функции RM
 () 

Построение нижней границы ( ) ( )M MR R    для 
функции (9) базируется на дискретной модификации 
подхода, предложенного в работе [4] для вычисления 
функции «скорость-погрешность» в схеме кодирова-
ния непрерывных сообщений, переданных по каналу 
с шумом. Согласно такому подходу, вводится после-
довательность преобразований ˆMV U U  , где  

ˆU U U   . 
Преобразование VM  U* является детерминирован-

ным по критерию максимальной апостериорной вероят-
ности arg max ( | )M

u U
u P u v


 . Этот критерий обеспечи-

вает наименьшую вероятность ошибки ( )
min

q
M  и вероят-

ность выхода ) ( )( MM M
M

U Vv V
P u P v






  для подмноже-

ства M MV V   векторов, отображаемых в символ 

u U  . Преобразование ˆU U   является стохастиче-
ским, в котором переходные вероятности ˆ |

ˆ( | )U U u uQ 
  

совпадают с вероятностями ˆ |
ˆ( | )M

M
U VQ u v


для векторов 

M Mv V  и дают условные распределения 

 ˆˆ ||
ˆ( |Q ) .U UU U
u uQ 

  (17) 

С учетом неравенства треугольника 
ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )d u u d u u d u u    и распределений (17) сред-

няя вероятность ошибки (5) при значении N = 1 удо-
влетворяет неравенству 

ˆ ˆ| |

( )
Q Qmin

( )
ˆmin |

ˆˆ

ˆ ˆ;

ˆ ˆ( ) ( | ) ( , ).

( ; ) ( )
MU V U U

qM
M

q
M U U U

u U u U

E V U E U U

P u Q u u d u u



 

 



  

 

  

 



    (18) 

Благодаря детерминированному преобразованию 
VM  U*, средняя взаимная информация (6) в случае 
N = 1 принимает вид  

ˆ ˆ| |
Q Q

ˆ |
ˆ |

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ

ˆ( | )
ˆ( ) ( | ) ln  .

ˆ( )

( ; ) ( ; )
MU V U U

M

U U
U U U

u U u U U

I U U U

Q u u
P u Q u u

Q u

V I 



 

 




 

 

 

  
 (19) 

Соотношения (18) и (19) преобразуют функцию 
(8) к виду

 
ˆ( ) |

ˆ Q min| ˆ |

Q
ˆQ : ( , )

ˆ( ) min ( ; )
q U U

MU U U U

M
E U U

R U UI 
 




  , (20) 

где минимум берется по всевозможным условным 
распределениям (17) при ограничении средней веро-

ятности ошибки преобразования ˆU U  величи-

ной ( )
min 0q

M    . Тогда нижняя граница функции (20) 

следует из границы Шеннона для функции «скорость-

погрешность» в схеме кодирования ˆU U  с по-
грешностью в метрике Хемминга [5]. Полученная 
граница сформулирована в следующей теореме. 

Теорема 1. Функция RM
 (), определенная в (7), 

имеет монотонно убывающую нижнюю границу 

( )
min

( )
min

( ) ( ; ) ( )

( ) ln( 1) 

qM
M M

q
M

R I U V h

q

      

    
 (21) 

на отрезке ( ) ( )
maxmin

q q
MM     , где I (U; VM) – средняя 

взаимная информация между U и VM,  
h (z) = – z ln z – (1– z) ln (1– z), ( )

min( ) ( ; )q M
M MR I U V   и 

( )
max( ) 0q

M MR   . 
Доказательство. Согласно [5] нижняя граница 

Шеннона для функции RM
 (), переопределенной в 

форме (20), имеет вид 

ˆ) ,( ( ) ( | ) M sR H U H U U     (22) 

где 

* ( ) ln ( )( )  U U
u U

H U P u P u 

 

 



     

– безусловная энтропия на множестве решений U* и  

( ) ( )
ˆ ˆ| |

ˆˆ

ˆ

( )

( | )

ˆ ˆ( | )ln ( | )
s

s s
U U U U U

u U u U

H U U

P u Q Qu u u u  
 



  

 


      

– условная энтропия по распределениям 

 
 

( ) ( )
ˆ ˆ| |

ˆˆ

ˆexp ( )
ˆ( | )

,
Q

ˆexp ( , )
s s

U U U U

u U

sd u u
u uQ

sd u u
 










      
 (23) 

с параметром s > 0. 
Поскольку формула (8) эквивалентна известной 

функции «скорость-погрешность», которая ограничи-
вает снизу скорость любого кода с заданной погреш-
ностью [1], энтропия выхода детерминированного 
преобразования VM  U*

 удовлетворяет неравенству 
( )

min( )( ) q
M MH U R  . В этом случае ( )

min( )q
M MR   равно 

минимальной средней взаимной информации в (8), 
которая достигается на апостериорных распределени-
ях, обеспечивая ( )

min( ) ( ; )q M
M MR I U V   и оценку 

( ) ( ; ).MH U I U V   (24) 

Для нахождения параметра s в распределениях 
(23) используем равенство 

( ) ( )
ˆ min|

ˆˆ

ˆ ˆ( ) ( | ) ( , ) ,s q
MU U U

u U u U

P u Q u u d u u 
 

  

 

     

которое дает  ( ) ( )
min min( ) ( 1) 1 ( ) ,q qs

M Me q           
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( )
min( )

ˆ | ( )
min

ˆ1 ( ),         
ˆ( | )

ˆ( ) / ( 1),  

q
Ms

U U q
M

u u
Q u u

q u u







      
    

 

и условную энтропию 

( ) ( )
min min( ) ( ) ( ) ln 1)| ( .q q

s M MH U U qh          (25) 

Последующие замены условной и безусловной эн-
тропии в (22) правыми частями соотношений (24) и 
(25) завершают доказательство теоремы 1. 

Граница (21) является обобщением нижней грани-
цы Шеннона для функции «скорость-погрешность» в 
схеме кодирования независимых дискретных сооб-
щений с допустимой средней погрешностью в метри-
ке Хемминга [1]. В границе Шеннона используется 
бесшумный канал наблюдения, который обеспечива-
ет H (U |VM

 ) = 0 и I (U;VM
 ) = H (U ). При этом 

( )
min( ) ( )q

M MR H U   и ( )
min 0q

M  . В общем случае нуле-
вое значение ( )

max( ) 0q
M MR    достигается в точке 

( )
max ( 1)min ( )q

M
u U

q P u


   . 
Минимальная вероятность ошибки ( )

min
q

M  зависит от 
величины условной энтропии H (U |VM

 )  0. Для нахож-
дения этой зависимости воспользуемся разностью гра-
ницы Шеннона и границы (21) в точке ( )

max
q

M   .  
Указанная разность дает равенство 

( ) ( ) ( ) ( )
max max min min( ) ( ) ln( 1)

( | ),

q q q q
M M M M

M

h h q

H U V

        


 

которое с учетом разложения в ряд Тейлора 

   

( ) ( ) ( )
max max min

2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )
max maxmin min min

( ) ( )

1
( ) ( )

2

q q q
M M M

q q q q q
M MM M M

h h

h h O

     

        
 

при малых значениях ( )
min

q
M  принимает вид 

    
    

2

max min

max min

1
( )

2

( ) ln( 1) ( | ).

q q
M M

q q M
M M

h

h q H U V

   

     
 (26) 

Решение уравнения (26) с производными 

 
 

 

      

max
max

max

1

max max max

1
( ) ln , 

( ) (1 )

q
q M

M q
M

q q q
M M M

h

h


   


     

 

дает асимптотическую оценку 

 
( )

max( ) ( ) 2
max maxmin ( )

max

1/2

( ) ( )
max max( ) ( )

max max

( )
max

( )
max

(1 )
(1 ) ln ( 1)

( | )
2 (1 )

(1 )

(1 )
ln ( 1)  .

q
q Mq q

M MM q
M

M
q q

M Mq q
M M

q
M

q
M

q

H U V

q

   
           


        

  
   

 (27) 

В случае равновероятных символов алфавита U 
максимальная вероятность ошибки равна 

( )
max ( 1)q

M q q    и оценка (27) преобразуется к виду 

1/2

( )
min

1 2 ( | )
.

1

M
q

M

q H U V

q q

 
    

 (28) 

Оценки (27) и (28) демонстрируют уменьшение 
минимальной вероятности ошибки ( )

min
q

M  с уменьше-

нием условной энтропии H (U |VM
 ) и, следовательно, с 

ростом средней взаимной информации 
I (U;VM

 ) = H (U ) – H (U |VM
 ). Этот эффект проявляется с 

увеличением числа каналов M. При отсутствии шума в 
составном канале наблюдения имеем H (U |VM

 ) = 0 и 
( )

min 0q
M  . В этом случае I (U;VM

 ) = H (U ) и граница 

(21) совпадает с границей Шеннона, приведенной в [1]. 
Иллюстрация множества U и ансамбля V1V2, а так-

же характер функции ( )MR   при значениях M =1 и 

M >1 (сплошные кривые) показаны на рис. 1. Пунктир-
ная кривая демонстрирует поведение нижней границы 
Шеннона. Множество U представлено круговой обла-
стью, множества V1 и V2 – эллиптическими областями. 
Указанные множества демонстрируют увеличение с 
ростом M средней взаимной информации I (U;VM

 ) как 
теоретико-информационной меры пересечения U ∩VM 
(серая область) и уменьшение условной энтропии 
H (U |VM

 ) как теоретико-информационной меры разно-
сти U \VM (темная область), что приводит к уменьше-
нию вероятности ошибки ( )

min
q

M . 

 
Рис. 1. Интерпретация средней взаимной информации 

I (U;VM
 ) и поведение функции RM

 () 

Необходимо отметить, что в практике кодирования 
q-ичных сообщений со скоростью R(q) и вероятностью 
ошибки E(q) граница ( )MR 

 
позволяет вычислить из-

быточность ( ) ( ) ( ) ( )( | ) ( )q q q q
Mr R E R R E   скорости ко-

да относительно потенциально возможного значения 
при заданной вероятности ошибки. Использование об-
ратной функции от ( )MR   дает избыточность 

( ) 1 ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
min

( ),  ( ; )
( | )

  ,     ( ; )

q q q M
Mq q
qq q M

M

E R R R I U V
r E R

E R I U V

  
  

 

вероятности ошибки при заданной скорости. 

)  (MНижняя граница ф к Rун ции   

Методика построения нижней границы 

( ) ( )M MR R     функции (16) аналогична методике, 
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использованной для получения границы (21). Пусть 
*={k,k =1,, c} – множество меток классов, полу-
чаемых на детерминированном преобразовании 
XMN* * с наименьшей вероятностью ошибки ( )

min
c

M  

при длине блоков N*1. Такое преобразование реали-
зуется на решающем правиле по максимуму  апосте-
риорной вероятности классов и порождает разбиение 
множества XMN* на непересекающиеся подмножества 

MN
k k

  X , k =1,, c, с вероятностями 

) ( )( MN N
k

MN
kP P 

 
 x X

x , k =1,, c. В этом случае 

условные по блокам MN N
k

 x X вероятности 

ˆˆ ||
( | ) ( | )N

k

MN
j j kQ Q


 
   

X
x  дают условные рас-

пределения 

 ˆˆ ||
( | )Q .j kQ       (29) 

С учетом неравенства треугольника 
d (i, j)  d (i, k) +d (k, j) и распределений (29) 
средняя вероятность ошибки (14) удовлетворяет не-
равенству 

ˆ |ˆ |

( )
Q Qmin

( )
ˆmin |

1 1

ˆ ˆ

( ) ( | ) ( , ).

( , ) ( , )
MN

cMN
M

c c
c

k j k k jM
k j

E E

P Q d



 

 



  
 

     

       



 
X

X

 (30) 

При этом средняя взаимная информация (15) прини-
мает вид 

ˆ |ˆ |
Q Q

ˆ |
ˆ |

ˆ1 1

ˆ ˆ

( | )
( ) ( | ) ln  .

( )

( ; ) ( ; )
MN

MN

c c
j k

k j k
jk j

I I

Q
P Q

Q



 



 




 

  

  

 
   



 

 

X
X

 (31) 

Соотношения (30) и (31) преобразуют функцию 
(17) при значении N = N* к виду 

ˆ |( )
ˆ Q min| ˆ |

Q
ˆQ : ( , )

ˆ( ) min ( ; ),
c

M

M
E

R I 
  


  

     (32) 

где минимум берется по всевозможным условным 
распределениям (29) при условии, что второй член в 
правой части (30) не превосходит величи-
ны ( )

min 0c
M    . Тогда нижняя граница функции (32) 

следует из нижней границы Шеннона для функции 
«скорость-погрешность» в схеме кодирования 

ˆ   с погрешностью в метрике Хемминга, когда 
средняя погрешность не превосходит ( )

min
c

M  
 
[5]. 

Теорема 2. Функция ( )MR  , определенная в (16), 
имеет монотонно убывающую нижнюю границу 

( ) ( )
min min( ) ( ; ) ( ) ( ) ln( 1)c cM

M M MR I h c       X  (33) 

на отрезке ( ) ( )
maxmin

c c
MM     , где I (; XM) – средняя 

взаимная информация между множествами  и XM, 
h (z) = – z ln z – (1– z) ln (1– z), ( )

min( ) ( ; )c M
M MR I   X  и 

( )
max( ) 0.c

M MR    

Доказательство. Аналогично доказательству 
теоремы 1. Для функции ( )MR 

 
в форме (32) приме-

нима нижняя граница [5] 

ˆ)( ( ) ( | ) M sR H H       , (34) 

где 
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 – условная энтропия по распределениям 
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 (35) 

с параметром s > 0. 
Согласно теореме кодирования [1], энтропия вы-

хода преобразования XMN* *
 удовлетворяет нера-

венству H(*)  I (; XMN*). Кроме того, при любой 
конечной длине блоков N для ансамбля 

1 ...MN M M
NX X X  справедливо неравенство 

( ; ) ( ; )MN M
nI I  X X , которое в случае тождествен-

ных множеств M M
n X X , n = 1,, N, выполняется со 

знаком равенства [1]. Тогда I (; XMN*) = I (; XM) и 

).( ) ( ; ) ( ;MN MH I I    X X  (36) 

Для нахождения параметра s в распределениях 
(35) воспользуемся равенством  

( ) ( )
ˆ min|

1 1

( ) ( | ) ( , ) ,
c c

s c
k j k k j

k j

P Q d  
 

          

откуда следует  ( ) ( )
min min( ) ( 1) 1 ( )c cs

M Me c          , 

( )
min( )

ˆ | ( )
min

1 ( ),         ,
( | )

( ) / ( 1),  ,

c
Ms

j k c
M

j k
Q

c j k


        
      

и условная энтропия 

( ) ( )
min min ln( 1).( | ) ( ) ( )c c

s M MH h c           (37) 

Последующие замены условной и безусловной эн-
тропии в (34) правыми частями соотношений (36) и 
(37) завершают доказательство теоремы 2. 

В общем случае область определения границы 
(33) задается минимальной ( )

min 0c
M   и максималь-

ной ( )
max

1
( 1)min ( )

c
c

iM
i

c P


     вероятностями ошибки. 

При этом, как и в схеме кодирования (4), минималь-
ная вероятность ошибки в схеме классификации (13) 
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должна уменьшаться с ростом средней взаимной ин-
формации между входом и выходом канала наблюде-
ния. Для демонстрации этого эффекта полезно приве-
сти асимптотические оценки минимальной вероятно-
сти ошибки.  

Применяя технику, аналогичную используемой 
для вычисления асимптотики минимальной вероятно-
сти ошибки в модели кодирования, для малых значе-
ний ( )

min
c

M  получаем асимптотическую оценку 

( )
max( ) ( ) ( ) 2

max maxmin ( )
max

1/2

( ) ( )
max max

( )
max( ) ( )

max max ( )
max

(1 )
(1 ) ln ( 1)

( | )
2

(1 )

(1 )
(1 )ln ( 1) ,

c
Mc c c

M MM c
M

M

c c
M M

c
Mc c

M M c
M

c

H

c

  
          
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   

 
    

X
 (38) 

которая при равновероятных классах принимает вид 

1/2

( )
min

1 2 ( | )
.

1

M
c

M

c H

c c

      

X
 (39) 

Оценки (38) и (39) демонстрируют уменьшение 
минимальной вероятности ошибки ( )

min
c

M  с уменьше-
нием условной энтропии H (| XM ) и, следовательно, 
с увеличением средней взаимной информации 
I (; XM) = H () – H (| XM ). Уменьшение энтропии 
H (| XM ) и, соответственно, минимальной вероятно-
сти ошибки ( )

min
c

M  может быть достигнуто путем уве-
личения числа M источников в ансамбле. 

При нулевом значении условной энтропии 
H (| XM ) = 0, которое дает наибольшую  среднюю 
взаимную информациюI (; XM) = H (), граница (33) 
совпадает с нижней границей Шеннона для функции 
«скорость-погрешность» в схеме кодирования неза-
висимых дискретных сообщений с допустимой сред-
ней погрешностью в метрике Хемминга [1]. В этом 
случае ( )

min 0c
M   и ( )

min( ) ( )c
M MR H   . Следует отме-

тить, что граница Шеннона соответствует модели 
классификации, в которой каждый объект априори 
принадлежит одному классу [8]. Формально это озна-
чает, что апостериорные вероятности классов по каж-
дому объекту (простому или составному) принимают 
значения 1 или 0, обеспечивая H (| XM ) = 0. 

Рис. 2 иллюстрирует множество классов , ан-
самбль X1X2 и поведение функции ( )MR   при M =1 и 
M >1 (сплошные кривые) и границы Шеннона (пунк-
тирная кривая). Множество  представлено круговой 
областью, множества X1 и X2 – эллиптическими обла-
стями. Из рисунка следует, что с увеличением M сред-
няя взаимная информация I (; XM) увеличивается как 
мера пересечения ∩XM (серая область), а условная 
энтропия H (| XM ) уменьшается как мера разности 
\XM (темная область), что приводит к уменьшению 
минимальной вероятности ошибки ( )

min
c

M . 

 
Рис. 2. Интерпретация средней взаимной информации 

I (; XM) и поведение функции ( )MR   

Практическая значимость границы ( )MR   состоит 
в возможности использования обратной функции для 
вычисления избыточности 
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вероятности ошибки E(c) любого решающего алго-
ритма относительно потенциально возможного зна-
чения 

 
при заданной энтропии H(c) решений о классах 

предъявляемых объектов. Избыточность r (E(c)|H(c)) 
может быть вычислена для классификаторов с раз-
личными разделяющими функциями и, в частности, 
для многоклассовых SVM классификаторов с разде-
ляющими функциями сигмоидного типа [9]. Кроме 
того, теоретико-информационный критерий миними-
зации вероятности ошибки при фиксированных зна-
чениях средней взаимной информации между обуча-
ющим множеством данных и множеством решений 
об их классах может найти применение в процедурах 
оптимизации отбора признаков [10] и, в частности, 
при обучении нейронных сетей [11]. 

3. Примеры нижних границ 
Схема кодирования независимых равновероятных  

сообщений с двумя каналами наблюдения 

Рассмотрим вычисление границы ( )MR  вида (21) 

для схемы, в которой составной канал наблюдения 
задан M >1 независимыми каналами. Значение M =1 
соответствует схеме с одиночным каналом 
наблюдения. Множества переходных вероятностей 
PVm|U, m =1,, M, таких каналов порождают на 
ансамбле VM множество условных распределений 

|| |
1

P ( | ) ( | ) .M M m

M
M

V U mV U V U
m

P v u P v u


 
  
 

  (40) 

С учетом распределений (40) средняя взаимная 
информация I (U; VM) в (21) согласно [1] выражается 
через соответствующие энтропии в форме  

1

( ; )  ( ) ( | ) ,
M

M M
m

m

I U V H V H V U


   (41) 

где 

( ) ( ) ln ( ),M M

M

M M M
V V

V

H V P v P v   
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| |( | ) ( ) ( | ) ln ( | ) ,
m m

m

m U V U m V U m
U V

H V U P u P v u P v u    

|( ) ( ) ( | ).M M
M M

UV V U
U

P v P u P v u  

В случае M =1 формула (41) дает значение средней 
взаимной информации между входом и выходом оди-
ночного канала наблюдения. 

В приведенном ниже примере используется алфа-
вит источника U размера q  2 с одинаковыми вероят-
ностями PU (u) =1/q и составной канал наблюдения, 
который содержит M = 2 симметричных канала с вы-
ходными алфавитами Vm

 = U, m =1,2. При вероятности 
0 < m

 <1
 
ошибочной передачи символа источника та-

кие каналы имеют условные вероятности выходов 
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Вычисление энтропий в (41) при значении M = 2 дает 
среднюю взаимную информацию 

 
 

1 2 1 1
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2 1 1 2

( ; ) ln ( ) ln( 1)

+ ( 1)

 ( ) ( 1) ln( 1) .
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 (42) 

Правая часть в (42) представлена суммой средней 
взаимной информации 

1 1 1( ; ) ln ( ) ln( 1)I U V q h q       

и условной средней взаимной информации 
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 

2 1 1 2 1 2
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( ; | ) ( 1)
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В случае m
 > 0, m = 1,2, полученные средние взаим-

ные информации строго положительны и, следова-
тельно, I (U;V1V2) > I (U;V1). Поэтому наличие второго 
канала наблюдения обеспечивает уменьшение услов-
ной энтропии в формуле (28) и, следовательно, при-
водит к уменьшению минимальной вероятности 
ошибки ( )

min
q

M . В частном случае, когда 1
 = 0

 
или 

2
 = 0, имеем I (U; V1V2) = H (U)=ln q, ( )

min 0q
M  ,

 
и ниж-

няя граница (21) совпадает с границей Шеннона. 
В этом случае M = 1 и канал наблюдения задается од-
ним бесшумным каналом с параметром  = 0. 

Схема классификации составных объектов, заданных 
изображениями лиц и подписей 

Рассматривается вычисление границы ( )MR  вида 
(33) для схемы, содержащей M независимых каналов 
наблюдения с множествами переходных вероятно-
стей PXm|, m =1,, M. Такие каналы образуют со-
ставной канал с множеством 
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 XX X x x  (43) 

условных по классам вероятностей на ансамбле XM. 
Вероятности вида (43) совместно с априорными веро-
ятностями классов, заданными в (9), позволяют вы-
числить среднюю взаимную информацию I (; XM ) в 
форме, аналогичной (41): 

1

( ; )  ( ) ( | ).
M

M M
m

m

I H H


   X X X  (44) 

Численные реализации границы ( )MR   получены 
для множества , содержащего c = 25 классов и ан-
самбля X1X2, заданного множествами изображений 
лиц X1 и подписей X2 от 25 персон, по 40 изображе-
ний от каждой персоны. Априорные вероятности 
классов считались одинаковыми. Для описания ин-
формативных объектов (лица или подписи) использо-
вались их древовидные представления наборами эл-
липтических примитивов [12]. Представления полу-
чены на основе дихотомического разбиения объектов 
на непересекающиеся сегменты и аппроксимации 
сегментов эллиптическими примитивами, которым 
присвоены средние яркости пикселей соответствую-
щих сегментов. Центры и радиусы примитивов вы-
числены с использованием центральных и осевых 
моментов инерции аппроксимируемых сегментов. 
Структура таких представлений схожа с иерархиче-
ской структурой, предложенной в [13]. Различие объ-
ектов на множестве их древовидных представлений 
измерялось расстоянием, введенным в [14].  

Примеры древовидных представлений лица и 
подписи, заданных полутоновыми изображениями 
размера 256×256 с 256 уровнями яркости, даны на 
рис. 3. В приведенных примерах показаны много-
уровневые представления, которые содержат по 2l эл-
липтических примитивов на уровнях l = 0,1,, 8. В 
таких представлениях примитивы соответствуют 
вершинам l-го уровня в бинарном дереве. Параметры 
примитива нулевого уровня используются для нор-
мировки параметров примитивов последующих уров-
ней. Эллиптические примитивы всех уровней строят-
ся в собственных координатных осях представляемо-
го объекта, а их параметры нормируются относитель-
но параметров примитива нулевого уровня. Указан-
ные операции обеспечивают инвариантность таких 
представлений к сдвигу, повороту, масштабу и ярко-
сти объектов. Для кодирования параметров примити-
вов (координат центров, радиусов и уровней яркости) 
использован 8-разрядный двоичный код. 

На множествах лиц и подписей Xm, m = 1,2, введе-
ны условные по классам вероятности  
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x
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  (45) 

которые соответствуют переходным вероятностям 
независимых каналов наблюдения в (43). Здесь 
D2(xm, xim) – квадрат расстояния между предъявля-
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емым объектом xmXm и «центральным» предста-
вителем» 

2

ˆ
ˆarg min ( , )

m imm im
im m mD


  x Xx X

x x x  

подмножества Xim
  Xm i-го класса, а vim

 > 0 – свобод-
ный параметр. В общем случае расстояния D (xm, xim) 
вычисляются в выбранном пространстве представле-
ний объектов. Для древовидных представлений мно-
жества лиц X1 и множества подписей X2 использова-
лись расстояния с квадратичным ядром, значения ко-
торых заданы матрицами смежности, размещенными 
на ресурсах [15] и [16].  

Условные по классам вероятности вида (45) по-
рождают на ансамбле X1X2 

условные вероятности 

1 2 1 2| 1 2 | 1 | 2( , ) ( ) ( )| | |i i iP P P     X X X Xx x x x  

и безусловные вероятности 

 1 2 1 21 2 | 1 2
1

, 1 ,( ) ( | )
c

i
i

P c P 


 X X X Xx x x x  

для любой пары объектов x1X1 и x2X2. Указанные 
вероятности дают энтропии  

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2( ) , ) ln , )( (H P P  X X X X
X X

X X x x x x , 

  | |
1

( | ) 1 ln( | ) ( | )
m m

m

c

m m i m i
i

H c P P 


     X X
X

X x x  

для вычисления средней взаимной информации (44) 
при M = 1 и M = 2. Параметры vim >0, i =1,, c, в рас-
пределениях (45) на множествах Xm, m =1,2, выбраны 
из условия ( )

max 0( )сR    в точке ( )
max ( 1)c c c   , когда 

M = 1. В случае M  1 средней взаимной информации 
I (; XM) соответствует минимальная вероятность 
ошибки (39), вычисляемая при значениях условной 
энтропии H ( | XM) = ln c – I (; XM). 

Численные реализации границы ( )MR 
 
вида (33) 

на множествах X1, X2 и на ансамбле X1X2 представ-
лены сплошными кривыми на рис. 4. Полученные 
границы демонстрируют уменьшение потенциально 
возможной вероятности ошибки классификации на 
ансамбле по сравнению с аналогичными значениями 
вероятности ошибки для объектов одной модально-
сти. Для сравнения пунктиром дана реализация ниж-
ней границы Шеннона. 

 
Рис. 3. Примеры представлений лица и подписи бинарными деревьями эллиптических примитивов 

 
Рис. 4. Реализации границы ( )MR  на множествах лиц (1), 

подписей (2) и на ансамбле (3) 

Следует отметить, что параметры эллиптических 
примитивов входят в расстояния, которые использу-
ются в распределениях вида (45). Поэтому значения 
средней взаимной информации и минимальной веро-

ятности ошибки в границе (33) зависят от длины ко-
довых описаний указанных параметров. 

Предложенный подход позволяет получить реали-
зации функции ( )MR   на множествах объектов в виде 
сигналов или изображений, для которых используют-
ся различные представления с известными метрика-
ми. Допускается объединение в ансамбль размера 
M2 множеств объектов с различными представлени-
ями. Для выбранного пространства представлений 
обратная функция от ( )MR   дает нижнюю границу 
вероятности ошибки распознавания образов, порож-
даемых отдельными источниками (M =1) или ансам-
блем источников (M >1), при фиксированном количе-
стве анализируемой информации. 

Заключение 

Для модели кодирования дискретных сообщений, 
переданных по составному каналу с шумом, и модели 
распознавания образов, заданных наборами объектов 



Теоретико-информационные границы точности кодирования сообщений и распознавания образов…  Ланге М.М., Ланге А.М. 

Компьютерная оптика, 2024, том 48, №3   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1362 469 

различной модальности, получены зависимости 
наименьшей средней взаимной информации между 
предъявляемыми данными и возможными решениями 
от заданной допустимой вероятности ошибки. 
Найденные зависимости сформулированы в форме 
монотонно убывающих функций «взаимная инфор-
мация-вероятность ошибки», которые являются 
обобщениями известной в теории информации функ-
ции «скорость-погрешность» (rate distortion function), 
когда погрешность измеряется в метрике Хемминга. 

Приведенные соотношения получены для схем с со-
ставными каналами наблюдения, выходные данные ко-
торых образуют ансамбли. Для рассмотренных моделей 
кодирования и классификации продемонстрировано 
уменьшение минимальной вероятности ошибки с ро-
стом средней взаимной информации между входом и 
выходом канала наблюдения при увеличении размера 
ансамбля предъявляемых данных. Этот результат про-
иллюстрирован примерами функции «взаимная инфор-
мация-вероятность ошибки» для схемы кодирования не-
зависимых равновероятных сообщений, в которой со-
ставной канал наблюдения задан парой симметричных 
каналов без памяти. Аналогичный эффект продемон-
стрировали численные реализации функции «взаимная 
информация-вероятность ошибки» для схемы распозна-
вания изображений лиц и подписей в пространствах их 
древовидных представлений и на ансамбле таких пред-
ставлений. Необходимо отметить, что предложенный 
подход допускает вычисление теоретико-
информационных нижних границ вероятности ошибки 
классификации в пространстве векторных представле-
ний предъявляемых данных, которые применяются в 
нейронных сетях. 

Независимость полученных соотношений от реша-
ющих алгоритмов позволяет использовать их для анали-
за эффективности алгоритмов кодирования и классифи-
кации в терминах избыточности вероятности ошибки 
алгоритма относительно граничных значений при фик-
сированных значениях скорости кода или энтропии 
оценок классов. Планируется исследовать избыточность 
вероятности ошибки для алгоритмов кодирования дис-
кретных источников и алгоритмов распознавания обра-
зов с разделяющими функциями различного вида. 
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Abstract 

In this paper, we study stochastic models for discrete letter encoding and object classification 
via ensembles of different modality datasets. For these models, the minimal values of the average 
mutual information between a given ensemble of datasets and the corresponding set of possible 
decisions are constructed as the appropriate monotonic decreasing functions of a given admissible 
error probability. We present examples of such functions constructed for a scheme of coding 
independent letters represented by pairs of observation values with possible errors as well as for a 
scheme of classifying composite objects given by pairs of face and signature images. The 
inversions of the obtained functions yield the lower bounds for the error probability for any 
amount of processed information. So, these functions can be considered as the appropriate bifactor 
fidelity criteria for source coding and object classification decisions. Moreover, the obtained 
functions are similar to the rate distortion function known in the information theory. 
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mutual information, rate distortion function. 
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