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Аннотация 

Рассмотрены аналитические модели, описывающие резонансное рассеяние света на не-
поглощающих дифракционных решетках с горизонтальной плоскостью симметрии. Для 
случая наклонного падения записана модель многомодовой интерференции, на основе ко-
торой предложен новый подход к получению теории связанных мод для рассматриваемых 
структур. Обе рассмотренные модели описывают резонансы в спектрах отражения и про-
пускания дифракционных решёток, обусловленные возбуждением волноводных мод и мод 
типа Фабри–Перо. Взаимодействие этих мод приводит к формированию связанных состоя-
ний в континууме, которые также описываются в рамках рассматриваемых моделей. 
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Введение 

Теория связанных мод (ТСМ) – широко использу-
емый подход для описания и анализа оптических 
свойств различных структур фотоники [1, 2]. ТСМ 
позволяет записать одно или несколько дифференци-
альных уравнений, описывающих пространственную, 
временную или пространственно-временную динами-
ку поля одной или нескольких мод структуры. Пара-
метры ТСМ, называемые коэффициентами связи, как 
правило, оцениваются путем вычисления т. н. инте-
гралов перекрытия или путем «подгонки» к строго 
рассчитанным или экспериментально полученным 
резонансным профилям [1 – 5]. Решение уравнений 
ТСМ существенно проще непосредственного реше-
ния уравнений Максвелла. Это делает ТСМ эффек-
тивным инструментом для моделирования и расчёта 
целого ряда элементов фотоники и интегральной оп-
тики [1, 3, 6]. 

На данный момент разработано множество раз-
личных формулировок ТСМ, позволяющих описать 
оптические свойства таких структур, как направ-
ленные ответвители на основе связанных волново-
дов [1, 2] и брэгговских решёток [1, 2, 7], одиноч-
ные резонаторы [8, 9], волноводы, связанные с ре-
зонаторами [6, 10], слоистые структуры [11 – 13], 

гофрированные волноводы и дифракционные ре-
шётки [1, 2, 7, 10, 11, 14, 15]. 

В недавней работе [16] авторами настоящей ста-
тьи был предложен новый подход к получению ТСМ 
на основе т. н. модели связанных плоских волн 
(МСПВ) для бинарной дифракционной решётки, рас-
положенной на плоскопараллельном волноводном 
слое. Под моделью связанных плоских волн (также 
известной как модель многомодовой интерференции) 
понимается подход, в котором поле внутри структуры 
представляется небольшим числом распространяю-
щихся волн, которые связаны на границах структуры 
[4, 16 – 20]. В статье [16] резонансные оптические 
свойства структуры исследовались в окрестности 
нормального падения. В настоящей работе мы разви-
ваем предложенный подход и показываем, что он 
также может быть применён к дифракционным ре-
шёткам с горизонтальной плоскостью симметрии в 
случае наклонного падения света. Наличие горизон-
тальной плоскости симметрии приводит к тому, что 
волны связываются как на верхней, так и на нижней 
границах волноводного слоя. Это существенно 
усложняет получение ТСМ по сравнению с работой 
[16] и, в частности, приводит к необходимости от-
дельного рассмотрения симметричных и антисиммет-
ричных мод структуры. 
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Предложенный подход важен при разработке ре-
зонаторов, фильтров и сенсоров, основанных на резо-
нансных дифракционных решётках (РДР). Важно от-
метить, что коэффициенты полученной модели ана-
литически зависят от параметров структуры и не тре-
буют ни вычисления интегралов перекрытия, ни под-
бора параметров модели. Это, в частности, делает 
разработанную формулировку ТСМ перспективной 
для исследования резонансных структур с парамет-
рами, изменяющимися в пространстве [21]. Кроме то-
го, к достоинствам развиваемого подхода следует от-
нести то, что полученная ТСМ сохраняет унитарность 
матрицы рассеяния анализируемой структуры. Сле-
довательно, полученные приближённые выражения 
для комплексных коэффициентов отражения и про-
пускания удовлетворяют закону сохранения энергии. 

1. Геометрия и оптические свойства структуры 

Рассмотрим симметричную резонансную дифракци-
онную структуру, состоящую из двух идентичных би-
нарных дифракционных решёток, выполненных на по-
верхностях плоскопараллельного диэлектрического 
волновода (рис. 1a). Будем считать, что период решёток 
d таков, что над и под структурой распространяются 
только нулевые порядки дифракции. При этом будем 
рассматривать случай наклонного падения света для та-
ких углов падения θ, что в волноводном слое распро-
страняющимися являются лишь порядки дифракции с 
номерами 0 и –1 (см. рис. 1а). Из уравнения дифрак-
ционной решётки следует, что указанные условия 
выполняются при 

 0 0 0min ,2 ,x sG k n k G k n G k n      (1) 

где kx
 = k0

 nssin  – x-компонента волнового вектора 
падающей волны; k0

 =  /c = 2 / – волновое число в 
свободном пространстве (ω – угловая частота падаю-
щего света, λ – длина волны в свободном простран-
стве); n8 и n – показатели преломления материала, 
окружающего структуру, и волноводного слоя соот-
ветственно (n > n8); G = 2 /d – вектор обратной решёт-
ки. Неравенство (1) было получено в предположении, 
что угол падения θ является положительным. В работе 
[20] было показано, что именно в этом диапазоне 
значений kx рассматриваемая структура проявляет 
интересные резонансные оптические свойства. 

Резонансы в РДР, проявляющиеся в виде выра-
женных максимумов и минимумов в спектрах отра-
жения и пропускания, обусловлены возбуждением 
квазиволноводных мод и возникают, когда константа 
распространения одного из порядков дифракции ока-
зывается близкой к волновому числу моды плоскопа-
раллельного слоя. В качестве иллюстрации данного 
явления на рис. 2а представлен спектр пропускания 
рассматриваемой дифракционной структуры 
|T(, kx)|2, строго рассчитанный с использованием ме-
тода фурье-мод (МФМ) [22]. Пропускание на рис. 2а 

построено в зависимости от угловой частоты и x-
компоненты волнового вектора падающего света. 
Значения геометрических параметров и показателей 
преломления, использованные при моделировании, 
приведены в подписи к рис. 1. На рис. 2а видно не-
сколько «резонансных линий», проявляющихся в ви-
де выраженных минимумов в спектре пропускания. В 
дальнейшем мы получим и применим несколько ана-
литических моделей, описывающих положение и 
профили этих резонансов. 

 
Рис. 1. (а) Геометрия исследуемой структуры и плоские 
волны, связываемые дифракционными решётками. 

Параметры рассматриваемой структуры: d = 750 нм, 
коэффициент заполнения w /d = 1/2, толщина решётки 

hgr
 = 200 нм, толщина волноводного слоя h = 2 мкм, 

показатели преломления материалов: n = ngr
 = 2,1, ns

 = 1. 
(б) Представление одностороннего возбуждения 
структуры как полусуммы симметричного 

и антисимметричного возбуждений 

2. Модель связанных плоских волн 
2.1. Связанные плоские волны 

В рамках модели связанных плоских волн, как по-
казано на рис. 1а, поле над структурой описывается 
падающей плоской волной I и отражённой волной R; 
поле под структурой описывается падающей волной J 
и прошедшей волной T; поле внутри волноводного 
слоя представляется в виде волн F, F , соответству-
ющих нулевому порядку дифракции, и волн U, U , 
соответствующих порядку дифракции с номером –1. 

Для получения МСПВ рассмотрим отдельно верх-
нюю дифракционную решётку (т. е. представим себе, 
что волноводный слой имеет бесконечную толщину и 
рассматривается как подложка бинарной дифракцион-
ной решётки). В этом случае, как показано на рис. 1а, 
решётка связывает три падающие на неё плоские волны 
с комплексными амплитудами I, F и U, с тремя рассеян-
ными волнами, имеющими комплексные амплитуды R, 
F  и U . Соответствующие комплексные коэффициен-
ты отражения, пропускания и дифракции могут быть 
объединены в матрицу рассеяния S1 верхней дифракци-
онной решётки, имеющую размер 3×3: 
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Здесь r0 и t0 – комплексные коэффициенты отраже-
ния и пропускания верхней дифракционной решётки 
(соответствующие нулевым порядкам дифракции), rf 
и ru – коэффициенты отражения волн F и U от ди-
фракционной решётки, dt – коэффициент, описыва-
ющий дифракцию падающей плоской волны I в –1-й 

прошедший порядок дифракции (в волну U ), а dr – 
коэффициент дифракции, описывающий переход 
волны F в волну U . Величины f  и u  описывают 
изменение фаз плоских волн F и U при распростра-
нении между верхней и нижней границами волно-
водного слоя: 

  
    

2 2
0

2 2
0

exp i ,

exp i .u

f x

x

h k n k

h k n k G

  

   
 (3) 

 
Рис. 2. Пропускание |T(, kx)|2 РДР, рассчитанное для падающей волны с ТМ-поляризацией с использованием МФМ (а), 

модели связанных плоских волн (14) (б), теории связанных мод (32) (в) и теории связанных мод с непостоянным 
нерезонансным коэффициентом пропускания (г). Кружком отмечена точка ССК, в окрестности которой 

проводилось разложение 

Ввиду симметрии структуры связь волн на ниж-
ней границе волноводного слоя записывается с ис-
пользованием той же матрицы рассеяния S1: 

1 ./
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u
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Отметим, что матрица рассеяния в уравнениях (2) 
и (4) симметрична в силу взаимности. Кроме того, 
для структуры из непоглощающих материалов мат-
рица рассеяния также будет унитарной [23, 24]. 

Уравнения (2) – (4) составляют систему линейных 
уравнений, которую можно назвать моделью связан-
ных плоских волн для рассматриваемой структуры. 

Отметим, что в уравнении (3) мы учли зависимость 
как от частоты (через волновое число k0), так и от уг-
ла падения (через величину kx). В то же время мы бу-
дем пренебрегать этой зависимостью в элементах 
матрицы рассеяния S1, входящей в уравнения (2) и 
(4), считая эти величины постоянными. В получен-
ных ниже аналитических моделях используются зна-
чения этих величин, рассчитанные при некоторых 
фиксированных  = 0 и kx

 = kx0. Как мы покажем ни-
же, такой подход позволяет, с одной стороны, полу-
чить простые аналитические формулы, а с другой – 
воспроизвести основные резонансные особенности 
спектров РДР в пространстве параметров  – kx. 

Систему уравнений (2), (4) можно решить относи-
тельно величин R и T, исключив амплитуды 
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, , ,UF F U  . При I = 1, J = 0 величины R и T становятся 
комплексными коэффициентами отражения и про-
пускания рассматриваемой РДР. Чтобы получить вы-
ражения для R и T в наиболее удобной форме, пред-
ставим решение задачи как полусумму решений для 
случаев симметричного и антисимметричного воз-
буждения структуры (см. рис. 1б). 

2.2. Симметричное возбуждение структуры 

Рассмотрим случай, когда поле, падающее на 
структуру, является симметричным относительно 
плоскости xy (т. е. комплексные амплитуды падаю-
щих волн совпадают: I = J). В этом случае симмет-
ричным является и рассеянное поле (R = T), а также 
поле внутри структуры (U U  , F F  ). Обозначая 
комплексные амплитуды рассеянных волн как 
Rs

 = R = T, можно записать уравнения (2), (4) в следу-
ющем виде: 

1

1

,

,
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f f r
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Решая данную систему относительно Rs и исклю-
чая амплитуды волн F и U, получим следующее вы-
ражение, в котором амплитуда падающей волны по-
ложена равной единице (I = 1): 
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Как было отмечено ранее, для непоглощающих 
структур матрица рассеяния унитарна. В этом слу-
чае её элементы связаны соотношениями, которые 
приведены в Приложении. Используя данные соот-
ношения, можно переписать коэффициент отраже-
ния в виде 

*
1 1

1d ,ets
s f u

s

R    S
 �


 (7) 

где 

  1 1 2.s f u rf ur r d       (8) 

Отметим, что числитель дроби в уравнении (7) явля-
ется комплексным сопряжением от знаменателя, сле-
довательно, дробь по модулю равняется единице. 
Сомножители после дроби также по модулю равны 
единице. Следовательно, | Rs | = 1, что обеспечивает 
выполнение закона сохранения энергии при симмет-
ричном возбуждении структуры. 

2.3. Антисимметричное возбуждение структуры 

Рассмотрим теперь случай, когда падающее на 
структуру поле антисимметрично, т. е. падающие 
волны имеют одинаковые амплитуды, но их фазы 
отличаются на величину π: I = – J. В этом случае 

рассеянное поле также оказывается антисиммет-
ричным: Ra

 = R = T, т. е. интенсивности волн, рассе-
янных вверх и вниз, совпадают, но их фазы отли-
чаются на π. Аналогичным свойством обладает по-
ле внутри структуры (U U   , F F   ), что позво-
ляет переписать систему уравнений (2), (4) в сле-
дующем виде: 

1
0
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0 0

,

. 

,

u

f f r

r u t

a t

d U t I

F r U d I

r t F d
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

 (9) 

Аналогично предыдущему подпараграфу, решение 
этой системы при I = 1 приводит к выражению 

   
  

2 1 2 1
0 0

0 1 1 2
.

2f u u

f

t f r t
a

f u ru

r t r d
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d
r

r r d

d t 

 

 

 

  
 

  
 (10) 

Для непоглощающих структур матрица рассеяния 
унитарна и коэффициент отражения можно записать 
в виде, аналогичном (7): 

*
1 1

1d ,eta
a f u

a

R    S
 �


 (11) 

где 

  1 1 2.f u ra f ur r d       (12) 

2.4. Возбуждение структуры сверху 

Наибольший практический интерес представляет 
случай, когда волны, падающей на структуру снизу, 
нет (т. е. J = 0). В этом случае поле в структуре можно 
получить как полусумму полей при симметричном и 
антисимметричном возбуждениях (см. рис. 1б). Сле-
довательно, комплексные амплитуды отражённых и 
прошедших волн выражаются как 

, ,
2 2

s a s aR R R R
R T

 
   (13) 

где Rs и Ra определяются соотношениями (6) и (10) 
соответственно. Для непоглощающих структур мож-
но применить более простые соотношения (7) и (11) и 
получить 

* * * *
1 1det det

, .
2 2

s a s a

u f s a u f s a

R T
               

S S � �  � �
   

 (14) 

Полученные выражения (14) позволяют рассчи-
тать коэффициенты отражения и пропускания РДР. 
Важно отметить, что данные выражения аналитиче-
ски описывают зависимость коэффициентов отраже-
ния и пропускания от параметров падающей волны ω, 
kx и от основных параметров дифракционной решётки 
d, h, n. Действительно, величины – s и a, определя-
емые выражениями (8) и (12), зависят от f и u, кото-
рые, в свою очередь, зависят от ω, kx d, h, и n (см. 
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формулы (3)). В то же время элементы матрицы рас-
сеяния S1, необходимые для вычисления величин 
det S1, s и a по формулам (8) и (12), могут быть 
строго рассчитаны с помощью МФМ. Спектр пропус-
кания, рассчитанный по формуле (14) для рассматри-
ваемого примера РДР, показан на рис. 2б. Некоторые 
расхождения между рис. 2а и 2б вызваны тем, что 
при построении МСПВ мы пренебрегли зависимо-
стью элементов S1 от ω и kx (указанные элементы 
были рассчитаны в точке  = 1,16271015c–1, 
kx

 = 0,59 /d, которая отмечена красными кружками 
на рис. 2). Тем не менее, из сравнения рис. 2а и 2б 
видно, что МСПВ описывает основные резонансные 
особенности в спектре пропускания РДР, воспроиз-
водя характерное изменение ширины резонансных 
линий. При этом, когда ширина линий обращается в 
ноль, происходит формирование т. н. связанных со-
стояний в континууме (ССК). 

Рассмотрим, как формирование ССК описывается 
обсуждаемой моделью связанных плоских волн. Как 
упоминалось выше, резонансы в РДР возникают при 
возбуждении собственных мод структуры. Закон дис-
персии этих собственных мод можно получить, при-
равняв знаменатель в уравнениях (14) к нулю: 
as = 0. В общем случае это условие выполняется 
при комплексных частотах и/или комплексных вол-
новых числах. Однако в некоторых случаях появля-
ются собственные моды, имеющие одновременно 
действительную частоту и действительное волновое 
число; именно эти моды называются связанными со-
стояниями в континууме [25]. Как было показано в 
работе [20], рассматриваемая РДР действительно до-
пускает существование ССК, причём это происходит 
при следующих условиях: 

* *
01 1

1 1
0

,t ,de dett
f u

t

d t

td
    S S   (15) 

где знак минус следует брать при описании симмет-
ричных ССК, а знак плюс – для антисимметричных 
ССК. Отметим, что величины в правых частях ра-
венств (15) имеют единичный модуль. Следователь-
но, в соответствии с формулой (3), данные условия 
могут быть удовлетворены при действительной ча-
стоте ω и действительной компоненте волнового век-
тора kx [20]. В следующем параграфе мы построим 
теорию связанных мод, описывающую оптические 
свойства РДР в окрестности одного из таких ССК, то 
есть в окрестности одной пары значений (, kx), удо-
влетворяющей уравнению (15). 

3. Теория связанных мод 
3.1. Аппроксимация величин ξu и ξf 

Предположим, что нас интересует описание спек-
тра пропускания РДР вблизи некоторой частоты 0 и 
некоторого значения x-компоненты волнового векто-
ра kx,0. Для расчета приближённого спектра пропус-

кания мы можем заменить величины 1
u
  и 1

f
 , опре-

делённые формулой (3), их рядами Тейлора в окрест-
ности точки  = 0, kx

 = kx0. 
Линейная аппроксимация отрезком ряда Тейлора 

для величины 1
u
  имеет вид 

   1
0 , ,0

1
i i .u

u g u x x
u u

v k k       
 

 (16) 

Здесь использованы следующие обозначения: 

 

   

,

2 2
0 0i

, 2 2
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22
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G k hn
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k n k G

 
    



  

 (17) 

где kz,u – z-компонента волнового вектора –1-го по-
рядка дифракции внутри волновода при kx

 = kx0 и 
 = 0, а величины vg,u и u имеют следующий физи-
ческий смысл. Пусть u обозначает угол, отсчитыва-
емый от нормали, под которым распространяется –1-й 
порядок дифракции внутри волноводного слоя (при 
kx = 0). Очевидно, sinu = (G – kx0) c /(n0) и 
cosu = kz,u

 c /(n0). Таким образом, vg
 = cn –1 sinu есть 

проекция фазовой скорости плоских волн внутри 
волноводного слоя на ось x, которую можно рас-
сматривать как групповую скорость моды плоско-
параллельного волновода (в простейшем «бездис-
персионном» случае). Точно так же величина u, 
выраженная в виде u

 = 2(h /cosu)/(c /n), представ-
ляет собой время, необходимое плоской волне для 
прохождения от нижней до верхней границы вол-
новодного слоя. 

Аналогичным образом производится разложение 
фазового члена 1

f
 , соответствующего нулевому по-

рядку дифракции: 

   1
0 , 0

1
i i .f

f g f x x
f f

v k k 
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 
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 (18) 

Здесь использованы следующие обозначения, полно-
стью аналогичные обозначениям уравнений (17): 
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 (19) 

Подставляя уравнения (16) и (18) в уравнения свя-
занных плоских волн (5) и (9), можно получить тео-
рию связанных мод. Однако легко показать, что такой 
подход нарушит выполнение закона сохранения энер-
гии. Действительно, даже для структур без потерь на 
поглощение равенство |R|2 + |T |2 = 1 выполняться не 
будет. Причина этого заключается в том, что величи-
ны 1

u
  и 1

f
 , равные по модулю единице, заменяют-

ся их разложениями в ряд Тейлора (16) и (18), модуль 
которых уже не равен единице. Это нарушает уни-
тарность матрицы рассеяния всей структуры и, как 
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следствие, приводит к нарушению закона сохранения 
энергии. 

Для получения приближения, сохраняющего уни-

тарность и, следовательно, удовлетворяющего закону 

сохранения энергии, представим величину 1
u
 , име-

ющую единичный модуль, в виде величины 1/2
u
 , де-

ленной на её комплексное сопряжение. Действитель-

но, так как 1 1/2 1/2 *( ) 1u u u u
      , можно запи-

сать  *1 1 1 1 1/2 1/2 * 1/2 1/2/ / [ ( ) ] /u u u u u u u u
                . 

Аналогично поступим для величины 1
f
 , записав её в 

виде 1 1/2 1/2 */ ( )f f f
      . Затем заменим величины 

1/2
u
  и 1/2

f
  их разложениями в ряд Тейлора 
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 (20) 

которые аналогичны уравнениям (16) и (18). По-
скольку значения , kx, u, f, vg,u и vg,f являются дей-
ствительными числами, аппроксимации для величин 

1
u
  и 1

f
  принимают следующий вид: 
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 (21) 

Отметим, что правые части в уравнениях (21) имеют 
единичный модуль, поскольку числители являются 
комплексными сопряжениями от знаменателей. При 
этом аргументы (фазы) при использовании аппрокси-
маций (21), вообще говоря, изменяются, но в окрест-
ности точки  = 0, kx

 = kx,0 остаются близкими к точ-
ным значениям 1

,arg u f
 . Таким образом, аппроксима-

ции (21) сохраняют унитарность матрицы рассеяния 
структуры и позволяют получить теорию связанных 
мод, удовлетворяющую закону сохранения энергии. 

3.2. Теория связанных мод для симметричного случая 

Получим уравнения ТСМ для случая, когда струк-
тура возбуждается симметрично (I = J). Для этого 
применим аппроксимации (21) к уравнениям (5). Что-
бы получить в итоге уравнения, соответствующие 
ТСМ и имеющие ясный физический смысл, необхо-
димо использовать следующую замену переменных, 
выбор которой будет пояснён ниже: 
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где 
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 (23) 

Используя аппроксимации (21) и замену перемен-
ных (22), получим следующие уравнения, где неиз-
вестными являются Rs, F̂  и Û : 
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где rnr
 = det S1

  */ . Отметим, что для получения си-
стемы (24) мы использовали следствия унитарности 
матрицы S1, приведенные в Приложении, а также 
предположили, что разложение (21) было проведено в 
окрестности точки (0, kx,0), соответствующей сим-
метричному ССК (при этом величины 1

f
  и 1

u
  фор-

мально равны величинам 1
f
  и 1

u
  в формуле (15)). 

Также отметим, что использованная выше замена пе-
ременных (22) была получена методом неопределен-
ных коэффициентов так, чтобы исключить из правых 
частей уравнений (24) слагаемые, содержащие произ-
ведения I и kxI. Это, как будет показано ниже, даёт 
возможность получить теорию связанных мод в 
наиболее простой форме. 

Из уравнений (24) может быть получена простая 
аппроксимация для комплексного коэффициента от-
ражения Rs, явно описывающая его зависимость от 
величин ω и kx: 
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и f
 = 2|t0|2/(u), u

 = 2|dt|2/(u). Выделяя целую часть 
в формуле (25), перепишем её в виде  
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Отметим, что числитель  в (27) содержит лишь пер-
вые степени по ω и kx, в то время как знаменатель  
содержит вторые степени. Следовательно, при удале-
нии от частоты ω0 или волнового числа kx,0 рассмат-
риваемого ССК коэффициент отражения стремится к 
величине rnr, которая в этой связи имеет смысл нере-
зонансного коэффициента отражения при симмет-
ричном возбуждении структуры. Второе слагаемое 
при этом описывает резонансное рассеяние света рас-
сматриваемой РДР. В этом смысле формула (27) яв-
ляется обобщением профиля Фано на случай двух ар-
гументов: угловой частоты ω и проекции волнового 
вектора kx. 

Система (24) и уравнение (27) описывают рассея-
ние плоской электромагнитной волны резонансной 
дифракционной решёткой. Однако систему (24) также 
можно использовать для описания преобразования 
пространственно-временного оптического сигнала 
fI

 (t, x) рассматриваемой резонансной дифракционной 
структурой. Для этого представим падающий сигнал 
(пространственно-временной волновой пакет) в виде 
суперпозиции плоских волн: fI

 (t, x) = {I (, kx)}, где 
 обозначает преобразование Фурье 

 
2

i i, e d d .xk x t
x xG G k k   


 (29) 

Отметим, что систему (24) можно записать для каж-
дой из плоских волн, составляющих падающий опти-
ческий сигнал. В этом случае амплитуда I в уравне-
нии (24) становится пространственно-временным 
спектром I (, kx) падающего сигнала. Соответствен-
но, ˆ ˆ,F U  и Rs становятся функциями от ω и kx, опи-
сывающими пространственно-временные спектры 
двух «модовых» волновых пакетов и отражённого 
сигнала. Применяя преобразование Фурье (29) к си-
стеме (24), получим систему дифференциальных 
уравнений в частных производных 
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 (30) 

связывающую распределение падающего поля 
fI

 (t, x) = I с распределением отражённого поля 
fRs

 (t, x) = Rs и распределениями полей (блоховских 
амплитуд) мод, распространяющихся в структуре 
 , ˆu t x U   и   ˆ,f t x F  .  
Уравнения (30) имеют ясный физический 

смысл [15]. Действительно, первые два уравнения си-

стемы представляют собой два связанных однонаправ-
ленных волновых уравнения. Каждое из этих уравнений 
содержит в левой части производную по времени, по-
этому правая часть описывает изменение амплитуды 
соответствующей моды за единицу времени. Первое 
слагаемое в правой части, содержащее пространствен-
ную производную, присуще однонаправленному волно-
вому уравнению, а следующее слагаемое учитывает ли-
нейный закон дисперсии волноводного слоя в окрестно-
сти точки  = 0, kx

 = kx,0. Третий член описывает выте-
кание моды за единицу времени при рассеянии на гоф-
рированной поверхности волновода (дифракционной 
решётке). Четвертый член описывает связь между двумя 
рассматриваемыми модами. Наконец, последний член 
описывает возбуждение моды падающим полем. Таким 
образом, система (30) является пространственно-
временной теорией связанных мод для рассматриваемой 
РДР, а формулу (27) можно рассматривать как прибли-
жённое выражение для коэффициента отражения, полу-
ченное в рамках ТСМ. 

Отметим, что если переписать уравнения (30) для 
монохроматических волн (т. е. для случая, когда fI, f и 
fRs зависят от времени, как e–it), то указанные урав-
нения будут представлять собой пространственную 
теорию связанных мод. Аналогично, рассматривая 
решения, гармонически зависящие от переменной x, 
можно получить временную ТСМ. 

3.3. Антисимметричное 
и несимметричное возбуждение структуры 

В случае антисимметричного возбуждения (I = – J) 
путем применения аппроксимации (21) к уравнениям 
(9) могут быть проведены аналогичные выкладки, 
приводящие к ТСМ. При этом оказывается, что полу-
чаемые уравнения в точности совпадают с выражени-
ями (24)–(28), (30). В частности, выражение для ко-
эффициента отражения будет иметь вид 

.nraR r 



 (31) 

При этом необходимо помнить, что формулы для 
симметричного и антисимметричного случаев полу-
чены путем разложения в окрестности соответствен-
но симметричного и антисимметричного ССК. Сле-
довательно, значения (, kx,0) для симметричного и 
антисимметричного случаев являются различными. 

Чтобы получить приближённые выражения для 
коэффициентов отражения и пропускания в случае 
одностороннего возбуждения структуры плоской 
волной, падающей сверху, мы должны записать ана-
логи выражений (13). При этом, если рассматривается 
окрестность симметричного ССК, то величину Rs в 
формуле (13) нужно рассчитывать с помощью при-
ближённого выражения (27), связанного с ТСМ, а в 
качестве величины Ra следует взять нерезонансное 
слагаемое rnr из формулы (31). Таким образом, мы 
учтем лишь симметричную моду в окрестности рас-
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сматриваемого ССК и пренебрежём соседними анти-
симметричными модами. 

Аналогично, при рассмотрении резонансов в 
окрестности антисимметричного ССК следует при 
подстановке в формулу (13) выражений (27) и (31) 
взять из формулы (27) только нерезонансное слагае-
мое. С учетом этого общие выражения для коэффи-
циентов отражения и пропускания, справедливые для 
случаев симметричного и антисимметричного ССК, 
будут иметь вид 

, ,
2 2

nrR r T   
 
 

 (32) 

где верхний знак в выражении для T соответствует 
описанию мод в окрестности симметричного ССК, а 
нижний – в окрестности антисимметричного. 

Важно отметить, что полученные в рамках ТСМ 
уравнения (32) удовлетворяют закону сохранения 
энергии. Действительно, модель связанных плоских 
волн параграфа 2 связывает каналы рассеяния двух 
идентичных унитарных матриц S1. Это делает матри-
цу рассеяния всей структуры унитарной в рамках 
МСПВ. В выводе ТСМ настоящего подпараграфа ко-
эффициенты u и  f, имеющие единичный модуль, 
заменены их аппроксимациями (21), которые также 
имеют единичный модуль. Таким образом, матрица 
рассеяния всей структуры в рамках полученной ТСМ 
остается унитарной, что соответствует выполнению 
закона сохранения энергии. 

На рис. 2в показан спектр пропускания, рассчи-
танный по формуле (32). При этом следует отметить, 
что рассматриваемый ССК, отмеченный на рисунке 
красным кружком, является симметричным. В этом 
можно убедиться, проанализировав распределение 
поля рассматриваемого ССК (не приведено в статье 
для краткости). Из рис. 2в видно, что полученная 
ТСМ учитывает две моды: высокодобротную моду, 
возбуждаемую –1-м порядком дифракции, и низко-
добротный резонанс типа Фабри–Перо, возбуждае-
мый 0-м порядком. Взаимодействие этих мод приво-
дит к формированию ССК типа Фридриха–Винтгена 
[25], которое наблюдается на рис. 2а и описывается 
предложенной ТСМ. При этом «фоновое» (нерезо-
нансное) значение пропускания на рис. 2в близко к 
нулю, в то время как на рис. 2а высокодобротные ре-
зонансы наблюдаются на фоне пропускания, близкого 
к единичному, что обусловлено вкладом нескольких 
(симметричных и антисимметричных) резонансов 
Фабри–Перо. Рассмотрение лишь одного такого резо-
нанса в рамках ТСМ объясняет различие рис. 2а и 2в. 

Лучшее согласие между ТСМ и результатами 
строгого численного моделирования можно полу-
чить, если не предполагать, что нерезонансный коэф-
фициент пропускания является постоянным. В рамках 
этого подхода для рассматриваемого антисимметрич-
ного ССК в формулу (13) будет по-прежнему под-
ставляться выражение (31) для величины Ra, полу-

ченное в рамках ТСМ. В качестве величины Rs же бу-
дет использоваться выражение (7), в котором приме-
нена замена (21), записанная в окрестности рассмат-
риваемого антисимметричного ССК. Отметим, что 
полученное таким образом выражение для Rs будет от-
личаться от выражения (27), в котором была использо-
вана замена (21), записанная в окрестности симмет-
ричного ССК. Спектр пропускания, рассчитанный в 
рамках такой «теории связанных мод с непостоянным 
нерезонансным коэффициентом пропускания», пока-
зан на рис. 2г и действительно показывает лучшее со-
гласие с рис. 2а по сравнению с рис. 2в. 

Заключение 

В настоящей работе из модели связанных плоских 
волн (модели многомодовой интерференции) была 
получена пространственно-временная теория связан-
ных мод для симметричных резонансных дифракци-
онных решёток, выполненных на поверхностях пло-
скопараллельного волноводного слоя. Полученная 
теория содержит два связанных однонаправленных 
волновых уравнения, описывающих моду Фабри–
Перо и моду плоскопараллельного волновода, воз-
буждаемые нулевым и –1-м порядками дифракции 
соответственно. Решение этих уравнений в Фурье-
пространстве позволило получить аналитические вы-
ражения для комплексных коэффициентов отражения 
и пропускания, удовлетворяющие закону сохранения 
энергии. Полученные выражения справедливы для 
непоглощающих структур, однако в случае наличия 
поглощения может быть применён аналогичный под-
ход. В частности, если поглощение происходит в об-
кладках волноводного слоя (в дифракционных ре-
шётках), то соотношения между элементами матрицы 
рассеяния, приведённые в Приложении, перестанут 
выполняться, что приведёт к более сложным выраже-
ниям для коэффициентов связи в ТСМ. Если же по-
глощение происходит в волноводном слое, то вместо 
формул (21) следует использовать формулы (16) и 
(18), которые также позволяют получить ТСМ. 

По мнению авторов, важным преимуществом 
предлагаемого подхода является то, что параметры 
получаемой ТСМ явно выражаются через «локаль-
ные» комплексные амплитуды порядков дифракции 
бинарных дифракционных решёток, входящих в 
структуру. Следовательно, для расчетов с использо-
ванием разработанной ТСМ не требуется «подгонки» 
параметров модели или вычисления интегралов пере-
крытия между распределениями поля мод структуры 
и падающего излучения, что обычно необходимо при 
использовании других формулировок теории связан-
ных мод. Кроме того, параметры полученной про-
странственно-временной ТСМ аналитически зависят 
от основных геометрических параметров РДР, а 
именно, от её периода и толщины волноводного слоя. 
Это, в частности, позволит использовать предложен-
ную теорию для моделирования дифракции света на 
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дифракционных решётках с пространственно-
изменяющимися параметрами, что будет являться 
предметом дальнейших исследований. 
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Приложение 
Следствия симметрии и унитарности матрицы S1 

Запишем условие унитарности симметричной матрицы S1, определённой в уравнении (2), как *
1 1 S S I . Пе-

ремножая матрицы в левой части этого уравнения, получим следующие тождества: 

2 2 2 * * *
0 0 0 0 0

2 2 2 * * *
0 0 0

2 2 2 * * *
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Несмотря на то, что данные 6 формул полностью задают условие унитарности матрицы S1, более полезными 
на практике оказываются другие соотношения, являющиеся следствием вышеприведённых. Для их получения 
отметим, что матрицу, обратную к унитарной матрице S1, можно получить двумя способами: в терминах присо-
единённой матрицы и как эрмитово сопряжённую. Приравнивая эти два выражения (т. е. записывая равенство 

*
1 1 1Adj t= / deS S S ), получим: 

2
0* *

0 0
1 1

0 0 0* *

1 1

2 2
0 0 0* *

1 1

, ,
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, .
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S S

S S

S S

 (П2) 

Уравнения (П1) и (П2), справедливые для любой симметричной унитарной матрицы размера 3×3, были ис-
пользованы в статье при получении уравнений (7), (11), (24), (25) и (27). 
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Abstract 

We consider two analytical models describing resonant scattering of light by resonant diffrac-
tion gratings possessing a horizontal symmetry plane. For the case of oblique incidence, a multiple 
interference model is formulated, on the basis of which, a new approach for deriving the coupled-
mode theory for the considered structures is proposed. Both considered models describe resonanc-
es in the reflectance and transmittance spectra of the studied diffraction gratings arising due to the 
excitation of quasiguided modes and Fabry–Pérot modes. Interaction of these modes leads to the 
appearance of bound states in the continuum, which are also described by the proposed models. 

Keywords: coupled-mode theory, coupled plane waves model, multiple interference model, 
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