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Аннотация 

На основе формализма Ричардса–Вольфа рассмотрена острая фокусировка обобщенного 
пучка Пуанкаре. Получены аналитические выражения для проекций вектора напряженности 
электрического поля в плоскости фокуса. На примере суперпозиции плоской волны с пра-
вой круговой поляризацией и оптического вихря с топологическим зарядом –1 и левой кру-
говой поляризацией получены выражения для распределения интенсивности и продольной 
проекции вектора спинового углового момента в остром фокусе. Теоретически и численно 
показано, что у начального пучка будет топологический заряд –1/2 и в плоскости фокуса в 
центре имеется С-точка (точка с круговой поляризацией, которая вдоль оптической оси со-
здает С-линию) с индексом сингулярности –1/2 (звезда), а вектор большой оси эллипса по-
ляризации при обходе вокруг оптической оси по окружности некоторого радиуса образует 
поляризационную одностороннюю полоску (ленту) Мёбиуса порядка –3/2, имеющую три 
полуоборота и одну «склейку», в которой рядом находятся два вектора большой оси эллип-
са поляризации, направленные в противоположенные стороны. 
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Введение 

В [1] показано теоретически, что в параксиальном 
пучке, представляющем собой осевую суперпозицию 
Гауссова пучка с левой круговой поляризацией и 
пучка Лагерра–Гаусса (ЛГ) с азимутальным номером 
1 и радиальным номером 0 с правой круговой поля-
ризацией, формируются поляризационные ленты 
Мёбиуса. В центре такой суперпозиции (на оптиче-
ской оси пучка) формируется С-линия. Если пучок 
ЛГ наклонить к оптической оси на малый угол, то 
при обходе С-точки (точки с круговой поляризацией) 
в сечении пучка по окружности с центром на оптиче-
ской оси вектор большой оси эллипса поляризации 
описывает полоску Мёбиуса с числом полуоборотов 
(twist numbers), увеличивающимся с ростом радиуса 
окружности. Для параксиального наклонного пучка 
это число полуоборотов равно числу пересечений 
окружности некоторого радиуса с линиями скачков 
фазы на π (при пересечении такой линии вектор по-
ляризация меняет свое направление на противополо-
женное). И так как таких линий в сечении пучка не 
ограничено, то и число полуоборотов ленты Мёбиуса 
будет не ограничено [1]. В [2] экспериментально 
наблюдали поляризационную полоску Мёбиуса в 

остром фокусе той же суперпозиции, что и в [1]. По-
казано, что при выборе азимутального числа у пучка 
ЛГ, равного –1, в фокусе вокруг центральной С-точки 
формируется поляризационная полоска Мёбиуса, у 
которой вектор большой оси эллипса поляризации 
делает 3 полуоборота, так как индекс поляризацион-
ной сингулярности С-точки равен –3/2. Кроме этих 
двух основных работ, известно еще много других, 
аналогичных работ, в которых описываются поляри-
зационные ленты Мёбиуса. Например, в параксиаль-
ных лазерных векторных пучках ленты Мёбиуса рас-
смотрены в работах [3 – 6]. Например, в [6] показано, 
что если у С-точки целый индекс поляризации, то при 
обходе такой точки по окружности вектор большой (и 
малой) оси эллипса поляризации образует двухсто-
роннюю твист-поверхность (скрученную поверх-
ность) с четным числом полуповоротов (twisted rib-
bon). Лента Мёбиуса в сходящихся векторных пучках 
изучалась в [7 – 11]. В [7] показано, что в плоскости 
фокуса Гауссова пучка с линейной поляризацией 
также имеются С-точки с круговой поляризацией, но 
расположенные не на оптической оси, а смещенные с 
оптической оси. И показано численно и эксперимен-
тально, что вокруг этих С-точек вектор поляризации 
большой оси эллипса поляризации описывает ленту 
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Мёбиуса с одним полуоборотом (с индексом сингу-
лярности +1/2 или –1/2). В [8] c помощью моделиро-
вания показали, как можно сформировать экзотиче-
ские поляризационные ленты Мёбиуса в фокусе. В 
[11] рассмотрены поляризационные ленты Мёбиуса в 
фокусе тригонометрических пучков с линейной поля-
ризацией. У таких пучков также имеются С-точки, 
смещенные с оптической оси, вокруг которых вектор 
поляризации описывает ленту Мёбиуса. 

Заметим, что во всех перечисленных работах све-
товое поле в фокусе не описывалось с помощью яв-
ных аналитических соотношений для компонент век-
тора напряженности электрического поля и не было 
дано теоретического объяснения появления поляри-
зационной ленты Мёбиуса в фокусе. В данной работе 
на основе формализма Ричардса–Вольфа [12] мы по-
лучим аналитические выражения, которые можно 
рассматривать как объяснение эксперимента в [2]. 

1. Обобщенные пучки Пуанкаре в остром фокусе 

Рассмотрим начальное векторное поле в виде 
обобщенного пучка Пуанкаре [13], вектор Джонса ко-
торого имеет вид: 
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где α и β – комплексные постоянные, A(θ) – радиально-
симметричная амплитуда двух оптических вихрей 
(например, Гауссова функция), θ – угол, образованный 
оптической осью и прямой, соединяющей точку на 
начальном сферическом фронте с центром фокальной 
плоскости, n и m – топологические заряды оптического 
вихря с правой круговой поляризацией и с левой круго-
вой поляризацией соответственно, φ – азимутальный 
угол в сечении пучка. Используя формулы из [14], мож-
но получить проекции вектора напряженности электри-
ческого поля в плоскости фокуса: 
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В (2) входят функции Iν,μ, зависящие от радиаль-
ной r и продольной z переменных: 
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где k = 2π /λ – волновое число монохроматического 
света с длиной волны λ, f – фокусное расстояние фо-
кусирующей линзы, α – максимальный угол наклона 
лучей к оптической оси, определяющий числовую 

апертуру апланатической линзы NA = sin α, Jμ (ξ) – 
функция Бесселя первого рода μ-го порядка. 

В [1, 2] выбраны следующие параметры суперпо-
зиции (1): n = 0, m = –1, α = β = 1. При этом вместо (1) 
получим начальный пучок вида: 
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Из (4) видно, что топологический заряд начально-
го пучка равен –1/2 и индекс поляризационной син-
гулярности у поля (4) также равен –1/2. Действитель-
но, у поля (4) в сечении имеется неоднородная ли-
нейная поляризация и линия с поляризационной син-
гулярностью при φ = 0. На этой прямой (горизонталь-
ная полуось) линейная поляризация не определена, 
так как при углах немного больших φ = 0 поляризация 
направлена горизонтально вправо, а при углах немно-
го меньших 2π поляризация направлена горизонталь-
но влево. При обходе центра пучка по замкнутому 
контуру против часовой стрелки вектор линейной по-
ляризации поворачивается на π по часовой стрелке, то 
есть индекс поляризационной сингулярности поля (4) 
равен I = –1/2. Хотя в центре поля (4) при распростра-
нении сформируется С-точка с круговой поляризаци-
ей. 

Для пучка (4) в плоскости острого фокуса вместо 
(2) получим: 
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Из (5) следует, что на оптической оси (r = 0) в 
плоскости фокуса у вектора напряженности будут та-
кие проекции: 
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В центре плоскости фокуса будет С-точка, то есть 
точка с правой круговой поляризацией. Индекс поляри-
зационной сингулярности поля вблизи С-точки равен, 
как и для начального поля (4), Ic = –1/2 (тип звезда). 

Из (5) следует, что интенсивность осевой проек-
ции поля в плоскости будет иметь вид: 

 2 2 2
1,1 1,2 1,1 1,24 2 sin3 .z zI E I I I I      (7) 

Так как интенсивность зависит от тройного ази-
мутального угла, то при обходе по некоторой окруж-
ности вокруг оптической оси на этой окружности бу-
дут лежать три максимума при углах φ = π /6, 5π /6, 
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3π /2, а сама интенсивность будет иметь вид трех 
светлых пятен с центрами в этих трех максимумах. 
Выражения для поперечных интенсивностей будут 
сложнее: 
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Как показано в [15], основной вклад в энергию 
поля вносится слагаемыми Iν,μ с нулевым первым ин-
дексом (I0,μ). Вклад слагаемых I1,μ существенно мень-
ше, а вклад слагаемых I2,μ ещё меньше. Поэтому в 
выражениях для интенсивности (8) оставим только 
слагаемые, содержащие произведения I0,μ. Тогда пе-
репишем (8) приближённо в следующем виде: 
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Из (9) видно, что интенсивность Ix будет иметь 
один максимум, лежащий на вертикальной оси в 
верхней половине, интенсивность Iy также будет 
иметь один максимум, лежащий на вертикальной оси, 
но в нижней половине. Такой вид распределения ин-
тенсивности согласуется с полученным эксперимен-
тально в [2]. 

Найдем далее продольную проекцию вектора спи-
нового углового момента (СУМ) S = Im (E* × E) в 
плоскости фокуса для начального поля (4): 
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Из (10) видно, что распределение продольной со-
ставляющей СУМ похоже по структуре на распреде-
ление продольной интенсивности (7), так как тоже 
зависит от синуса тройного азимутального угла. По-
этому распределение СУМ (10) вблизи оптической 
оси будет иметь, как и интенсивность (7), три макси-
мума, лежащих на углах φ = π /6, 5π /6, 3π /2. А мини-
мальные значения СУМ будут лежать на углах 
φ = π /2, 7π /6, – π /6. Минимальное значение продоль-
ной составляющей СУМ, близкое к нулю, означает, 
что эллипс поляризации в этих точках почти перпен-
дикулярен к плоскости фокуса. Далее мы покажем, 
что примерно в этих точках (точнее на этих углах) 
происходят перевороты поляризационной полоски 
Мёбиуса, которую формирует большая (или малая) 
ось эллипса поляризации, когда ее перемещаешь по 
некоторой окружности с центром в С-точке на опти-
ческой оси. 

2. Эллипс поляризации в плоскости фокуса 
обобщенного пучка Пуанкаре 

Чтобы найти расположение большой и малой осей 
эллипса поляризации для точек фокальной плоскости, 
следует воспользоваться формулами Берри [16]. В 
[16] приведены формулы для расчета индекса поля-
ризационных сингулярностей произвольных вектор-
ных полей. Следуя этой работе, запишем, что вектор 
электрического поля E можно представить через дей-
ствительные вектора A и B, которые вытянуты вдоль 
большой и малой осей эллипса поляризации в данной 
точке пространства: 

 

 

 
 

2 2

* *

* *

*

( ), ,

0, ,

1
arg ,

2
1

Re ,

1
Im ,

Im 2( ).

ie i I   

 

 





   

E A B A B

A B A B

E E

A E E E
E E

B E E E
E E

S E E A B











 (11) 

В уравнении (11) точкой обозначено скалярное 
произведение комплексных векторов E, крестом "×" 
обозначено векторное произведение, Re и Im – веще-
ственные и мнимые части числа, S – с одной стороны, 
вектор СУМ, а с другой стороны, вектор нормали к 
плоскости поляризационного эллипса, образованного 
вектора A и B, I – интенсивность, выраженная через 
проекции векторов осей поляризационного эллипса. 
Выделим в поле (5) действительные и мнимые части, 
чтобы получить проекции векторов A и B, получим: 

3 /2
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 (12) 

Вектора (12) лежат в плоскости эллипса поляриза-
ции, но они не ортогональны между собой. Они были 
бы ортогональны, если бы мы получили их с помощью 
выражений 4 и 5 в (11). Но (12) получено как представ-
ление поля E в виде суммы реальной и мнимой частей. 
А эта операция не однозначная, так как имеется функ-
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ция γ. Но если учесть только слагаемые, дающие основ-
ной вклад, то вектора A и B в (12) будут приближенно 
ортогональны и будут иметь координаты: 

0,0 0,1

0,0 0,1
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0,0 0,1

0,0 0,1
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cos(3 / 2) sin( / 2),
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z
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z

A I I

A I I

A I I

B I I

B I I

B I I

   
   

     
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 (13) 

Вблизи оптической оси вторыми слагаемыми 
можно также пренебречь по сравнению с первыми, 
тогда получим для вектора A: 

0,0

0,0

( 1) sin(3 / 2),

( 1) cos(3 / 2),

( 1) 0.

x

y

z

A kr I

A kr I

A kr

 
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



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 (14) 

Выражения (14) легко анализировать. Мы уже по-
казывали, что вблизи оптической оси формируется С-
точка с индексом Ic = –1/2. Из (14) видно, что на не-
котором удалении от центра фокуса конец вектора A 
совершает не один, а три полуповорота на угол π. То 
есть индекс поляризационной сингулярности эллип-
тического поля на некотором удалении от центра в 
плоскости фокуса равен Ic = –3/2. Действительно, при 
φ = 0 вектор A направлен вертикально вверх, при 
φ = 2π /3 – вертикально вниз, при φ = 4π /3 – опять вер-
тикально вверх и при φ = 2π – вертикально вниз. За-
метим, что в [2] индекс поля в фокусе имеет положи-
тельный знак (Ic = 3/2). Это происходит потому, что 
картины интенсивности в данной работе и в работе 
[2] повернуты друг относительно друга на π. Итак, 
согласно (14), при движении в плоскости фокуса по 
окружности с центром на оптической оси вектор A, 
принадлежащий эллипсу поляризации, будет «заме-
тать» одностороннюю поверхность типа Мёбиуса с 
тремя «переворотами» (полуоборотами) на углах 
φ = π /3, π, 5π /3 и местом «склейки» (где совмещаются 
два вектора A, направленные в противоположенные 
стороны) при φ = 0, 2π. Заметим, что описанная здесь 
лента Мёбиуса отличается от аналогичной, получен-
ной в [2], поворотом на π /2. Знак ленты Мёбиуса 
определяется так: если при обходе окружности по ча-
совой стрелке лента поворачивается также по часо-
вой, то индекс поляризации положительный, если при 
движении по окружности против часовой стрелки и 
лента Мёбиуса поворачивается против часовой (как 
на рис. 1), то индекс поляризации отрицательный. 

3. Двухсторонние поляризационные ленты 
с четным числом полуоборотов 

Если у обобщенного пучка Пуанкаре (1) выбрать 
топологические заряды n = 0 и m = –2, то вместо 
начального поля (4) получим: 

 
 

2
1 1
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i
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A A e
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  
   

E

 (15) 

У поля (15) топологический заряд равен –1, а само 
поле представляет собой оптический вихрь с цилин-
дрической поляризацией в виде модифицированной 
радиальной поляризации, у которой вектора линей-
ной поляризации расположены вдоль гипербол. Век-
тор линейной поляризации у поля (15) при обходе оп-
тической оси по окружности делает два полуоборота, 
то есть индекс поляризационной сингулярности равен 
–1. На оптической оси имеется V-точка сингулярно-
сти, то есть линейная поляризация не определена. В 
плоскости фокуса у поля (15) будут следующие про-
екции вектора напряженности электрического поля: 
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 (16) 

Из (16) видно, что на оптической оси имеется С-
точка с правой круговой поляризацией, а индекс по-
ляризационной сингулярности будет такой же, как и в 
начальном поле Iс = –1. 

Продольная плотность спина в плоскости фокуса 
для поля (15) будет иметь вид: 

 
 

2 2 2 2
0,0 2,4 0,2 2,2

0,0 2,4 0,2 2,2

2

4cos4 .

zS I I I I

I I I I

    

  
 (17) 

Распределение продольной интенсивности в плос-
кости фокуса будет иметь вид: 

 2 2 2
1,1 1,3 1,1 1,24 2 cos 4 .z zI E I I I I      (18) 

Из (17) и (18) видно, что в отличие от случая (7) и 
(10) картина интенсивности и картина продольного 
спина будет не в виде треугольника, а в виде квадра-
та, так как и интенсивность, и СУМ зависят от азиму-
тального угла φ, умноженного на 4. 

С учетом (14) из (16) следует, что приближенно 
(вблизи оптической оси) проекции большой оси эл-
липса поляризации можно представить, как: 
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sin(2 ),
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x
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z

A I I
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 (19) 

Из (19) следует, что в правом верхнем квадранте 
вектор большой оси эллипса поляризации будет 
направлен преимущественно вниз, в левом верхнем 
квадранте – вверх, в левом нижнем квадранте – вниз, 
и в правом нижнем квадранте – вверх. То есть вектор 
оси эллипса поляризации при обходе центральной С-
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точки сделает 4 полуоборота. И значит, индекс поля-
ризационной сингулярности будет равен Ic = –2. 

4. Моделирование 

На рис. 1 показано распределение интенсивности 
в плоскости фокуса для пучка (4) при A(θ) = 1 и при 
числовой апертуре фокусирующей линзы NA = 0,95. 
Длина волны света – 532 нм. Интенсивность рассчи-
тана с помощью интегралов Ричардса–Вольфа [12]. 
На рис. 1 видно, что интенсивность имеет вид тре-
угольника с вершиной, направленной вниз. В [2] та-
кой треугольник был направлен вершиной вверх. По-
ляризация показана в виде эллипсов с большой осью 
в виде стрелочки. Красные эллипсы – это эллипсы 
поляризации, у которых большая ось имеет положи-
тельную проекцию на ось z, а синие эллипсы – это 
эллипсы поляризации, у которых большая ось имеет 
отрицательную проекцию на ось z (оптическая ось). 
Рассматривая эллипсы, лежащие на некоторой 
окружности (она выделена на рис. 1 белым пункти-
ром), можно заметить, что в правой верхней четверти 
окружности вектор большой оси эллипса поляриза-
ции направлен вниз, в правой нижней четверти – 
направлен вверх, в левой нижней четверти – направ-
лен вниз, и в левой верхней четверти – направлен 
вверх. Поэтому можно говорить, что вектор большой 
оси эллипса поляризации при обходе по некоторой 
окружности вокруг оптической оси «заметает» по-
лоску Мёбиуса, у которой есть три «переворота» (по-
луоборота) на углах примерно φ = π /6, 3π /2, 5π /6 и 
«склейка» (где совмещаются два вектора большой 
оси эллипса поляризации, направленные в противо-
положенные стороны) при φ = π /2. Заметим, что лента 
Мёбиуса на рис. 1 оказалась повернутой по сравне-
нию с теоретической, полученной на основе прибли-
жения (14), на угол π /2. Также заметим, что вблизи 
центра при обходе С-точки эллипсы поляризации ле-
жат на трех гиперболах и поворачиваются всего на 
один полуоборот, то есть индекс поляризационной 
сингулярности С-точки действительно равен –1/2. 

Если у векторного пучка Пуанкаре (1) выбрать топо-
логические заряды (n, m) = (0, –2), то в фокусе интенсив-
ность будет иметь вид квадрата (желто-красная область 
на рис. 2). В центре будет C-точка с индексом поляриза-
ционной сингулярности –2. То есть при обходе С-точки 
по окружности некоторого радиуса (белая пунктирная 
линия на рис. 2) большая ось эллипса поляризации бу-
дет совершать 4 полуоборота. Знак минус возникает по-
тому, что при обходе по окружности против часовой 
стрелки твист-поверхность также поворачивается про-
тив часовой стрелки. На рис. 2 на окружности в правом 
верхнем квадранте эллипсы направлены вниз, в левом 
верхнем квадранте – вверх, в левом нижнем квадранте – 
вниз, и в правом нижнем квадранте – вверх. Поэтому 
рис. 2 подтверждает правильность выражения (19). В 
трехмерном пространстве вектор большой оси эллипса 
поляризации будет формировать ленту с четным числом 

полуоборотов, которая в отличие от ленты Мёбиуса 
(рис. 1) является двухсторонней (так как число полу-
оборотов четное, то число полных оборотов целое) и ко-
торая в англоязычных статьях называется twisted ribbon 
[4]. Заметим, что если обходить С-точку на рис. 2 внут-
ри квадрата интенсивности, то эллипсы поляризации 
сделают всего два полуоборота и, значит, индекс С-
точки действительно равен –1. 

 
Рис. 1. Распределение интенсивности в плоскости фокуса 
для начального поля (4) в виде цветного (желто-красного) 
треугольника с вершиной, направленной вниз, и эллипсы 
поляризации с большой осью в виде стрелки: красные 

эллипсы имеют положительную проекцию на оптическую 
ось, а синие – отрицательную. Белая горизонтальная 
стрелка внизу картины показывает 1 мкм. Белым 
пунктиром выделена окружность, на которой 

формируется лента Мёбиуса с тремя полуоборотами 
и индексом –3/2 

Заметим также, что на рис. 1 и 2 имеются отдельные 
субволновые области, в которых эллипсы поляризации 
имеют разный цвет. Красные эллипсы имеют положи-
тельный наклон на оптическую ось, а синие эллипсы – 
отрицательный. То есть там, где эллипсы красные, про-
дольный СУМ положительный, а там, где эллипсы си-
ние, – СУМ отрицательный. Поэтому в фокусе обоих 
световых полей (4) и (15) проявляется продольный спи-
новый эффект Холла, когда области с разным продоль-
ным спином разделены в пространстве [17, 18]. 

Заключение 

В работе на основе теории Ричардса–Вольфа [12] 
получены точные выражения проекций вектора 
напряженности электрического поля в плоскости 
фокуса для обобщенного пучка Пуанкаре. На 
примере двух частных случаев пучков Пуанкаре с 
топологическими зарядами (n, m) = (0, –1) и (n, m) = 
(0, –2) показано, что в обоих случаях в центре 
плоскости фокуса формируется С-точка с круговой 
поляризацией, окруженная эллипсами поляризации, 
которые при обходе по окружности некоторого 
радиуса с центром в С-точке совершают 3 и 4 
полуоборота. В трехмерном пространстве векторы 
большой оси эллипса поляризации при обходе по 
окружности формируют одностороннюю поверхность 
Мёбиуса (в случае нечетного числа полуоборотов) 
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или двухстороннюю твист-полоску (в случае четного 
числа полуоборотов). Показано также, что в обоих 
случаях в разных областях плоскости фокуса эллипсы 
поляризации имеют положительные и отрицательные 
наклоны на оптическую ось. То есть эллипсы с 
продольным спином разного знака разделены в 
плоскости фокуса, что демонстрирует наличие 
продольного спинового эффекта Холла. 

 
Рис. 2. Распределение интенсивности в плоскости фокуса 
для начального поля (1) с n = 0, m = –2 в виде цветного 

(желто-красного) квадрата и эллипсы поляризации 
с большой осью в виде стрелки (зеленые): красные эллипсы 
имеют положительную проекцию на оптическую ось, 

а синие – отрицательную. Белая горизонтальная стрелка 
внизу картины показывает 1 мкм. Белым пунктиром 
выделена окружность, на которой формируется 
двухсторонняя лента с четырьмя полуоборотами 

и индексом –2 
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Polarization Möbius strip at the tight focus of a generalized Poincaré beam 
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Abstract  

Based on the Richards-Wolf formalism, we investigate tight focusing of a generalized Poincaré 
beam. Analytical expressions are derived for all components of the electric field strength vector in 
the focal plane. For superposition of a right-handed circularly polarized plane wave with a left-
handed circularly polarized optical vortex with topological charge –1, we obtain expressions for the 
intensity distribution and the longitudinal component of the spin angular momentum vector at the 
tight focus. We demonstrate both theoretically and numerically that the initial beam has topological 
charge –1/2 and, in the center of the focal plane, there is a C-point (a point with circular polarization 
which makes a C-line along the optical axis) with the singularity index of –1/2 (star), whereas the 
vector of major axis of the polarization ellipse makes along a certain-radius circle around the optical 
axis a single-side polarization Möbius stripe of the order –3/2, which has three half-turnovers and one 
stitching, where two opposite major axis vectors of the polarization ellipse meet. 

Keywords: polarization Möbius stripe, generalized Poincaré beam, tight focusing, Richards-
Wolf formulae, spin angular momentum, polarization singularity index. 
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