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Аннотация 

В данной работе с помощью формализма Ричардса–Вольфа рассматривается острая фо-
кусировка оптических вихрей с гибридной поляризацией, которая сочетает в себе свойства 
азимутальной и круговой поляризаций. Показано, что данные пучки обладают рядом уни-
кальных свойств: интенсивность в таких пучках вращается при удалении от фокусного пят-
на, а продольная компонента спинового углового момента имеет асимметричный вид.  
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Введение 

В настоящее время в оптике наблюдается рост 
публикаций, посвященных пучкам с гибридной поля-
ризацией. При этом определение гибридной поляри-
зации трактуется исследователями достаточно широ-
ко: можно встретить исследования пучков, в которых 
наблюдается изменение поляризации от круговой 
к радиальной при смене азимутального угла [1 – 6] 
или расстояния до оптической оси [7], цилиндриче-
ские векторные пучки с оптическими вихрями [8 –
 10], пучки с поляризацией, задаваемой положением 
на сфере Пуанкаре [11 – 16], пучки с множественны-
ми поляризационными или фазовыми сингулярно-
стями [17, 18] и т.д. Особый интерес вызывает острая 
фокусировка таких пучков, в частности, спин-
орбитальная конверсия в нем [15, 19 – 21]. 

В данной работе с помощью формализма Ричард-
са–Вольфа рассматривается острая фокусировка оп-
тических вихрей с гибридной поляризацией, которая 
сочетает в себе свойства азимутальной и круговой 
поляризаций [22]. Показано, что данные пучки обла-
дают рядом уникальных свойств: интенсивность в та-
ких пучках вращается при удалении от фокусного 
пятна, а продольная компонента спинового углового 
момента имеет асимметричный вид. 

1. Теория 

Поведение света в области острого фокуса мо-
жет быть описано с помощью формулы Ричардса–
Вольфа [23]: 
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где U(ρ, ψ, z) – напряжённость электрического или 
магнитного поля в фокусе, B(θ, φ) – амплитуда элек-
трического или магнитного поля во входном зрачке 
широкоапертурной оптической системы (θ – поляр-
ный угол, φ – азимутальный), T(θ) – функция аподи-
зации линзы, ƒ – фокусное расстояние, k = 2π / λ – 
волновое число, λ – длина волны (в моделировании 
считалась равной 532 нм), α – максимальный поляр-
ный угол, определяемый числовой апертурой линзы 
(NA = sin α), P(θ, φ) – вектор поляризации для напря-
жённости электрического поля, имеющий вид [24]: 
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где a (θ, φ) и b (θ, φ) – функции, описывающие состоя-
ние поляризации x- и y-компонент напряжённостей 
фокусируемых пучков.  

В данной работе рассматривается фокусировка 
оптического вихря с гибридной поляризацией, вектор 
Джонса для него имеет вид: 
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где m – порядок гибридного векторного пучка, n – то-
пологический заряд оптического вихря, функция 
A(θ) – описывает радиально симметричную амплиту-
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ду начального светового поля в зависимости от по-
лярного угла θ. Подобная поляризация, сочетающая 
в себе свойства азимутальной поляризации и круго-
вой, рассматривалась нами ранее в работе [22]. Было 
продемонстрировано, что такую поляризацию можно 
получить с помощью векторных волновых пластин 
и четвертьволновых пластинок. 

В данной работе исследовалось поведение интен-
сивности, продольной компоненты вектора Пойнтин-
га и продольной компоненты спинового углового мо-
мента. Интенсивность рассчитывалась как сумма 
квадратов модулей составляющих напряженности 
электрического поля: 

I=Ix+Iy+Iz=|Ex|2+|Ey|2+|Ez|2. (4) 

Продольная компонента вектора спинового угло-
вого момента (СУМ) была рассчитана как: 

 *2 Im .z x yS E E  (5) 

2. Теоретические основания 

С помощью уравнений (1) и (2) можно получить 
аналитические выражения для проекций вектора 
напряженности электрического поля в плоскости фо-
куса для начального гибридного поля (3): 
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 (6) 

В уравнении (1) использованы обозначения для 
интегралов вида: 
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где k = 2π /λ – волновое число монохроматического 
света с длиной волны λ, f – фокусное расстояние фо-
кусирующей линзы, α – максимальный угол наклона 
лучей к оптической оси, определяющий числовую 
апертуру апланатической линзы NA = sin α, Jν (ξ) – 
функция Бесселя первого рода ν-го порядка. Функция 
A(θ) – действительная функция, определяющая ради-

ально симметричную амплитуду начального поля, за-
висящую от угла наклона θ луча, исходящего 
из точки на начальном сферическом фронте и сходя-
щегося в центр плоскости фокуса. 

Для дальнейшего моделирования у поля (6) вы-
браны определенные номера (n, m) = (2, 1). Для этих 
номеров уравнения (6) примут вид: 
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В уравнении (8) не все слагаемые равнозначны. 
Слагаемые, у которых интегралы (7) с первым нуле-
вым индексом I0,3 и I0,1, вблизи оптической оси много 
больше [25], чем остальные интегралы в (8). Поэтому 
приближенно можно записать вместо (8): 
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В (9) амплитуду продольной составляющей мы 
записали, оставив только слагаемое, которое отлично 
от нуля на оптической оси. Из (9) можно просто по-
лучить приближенные выражения для составляющих 
интенсивности в фокусе поля (3): 
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Из (10) видно, что интенсивность Ix будет иметь 
два максимума, лежащих на горизонтальной оси, 
а интенсивность Iy будет иметь два максимума, ле-
жащих на вертикальной оси. В центре плоскости фо-
куса у поперечных интенсивностей будет нулевая ин-
тенсивность. Продольная интенсивность будет иметь 
максимум, лежащий на оптической оси. Если запи-
сать выражение для интенсивности с учетом всех сла-
гаемых в выражении для проекций поля в фокусе (6), 
то окажется, что распределение интенсивности не бу-
дет иметь радиальную симметрию. 

Продольная проекция СУМ (5), рассчитанная 
на основе проекций поля (6), имеет громоздкий вид, 
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но если сохранить только те слагаемые, аналогично 
(10), которые дают основной вклад, то можно полу-
чить, что приближенно продольная СУМ имеет вид: 

0, 0,4( 1) sin(2 ) .m
z n m n mS m I I     (11) 

Для выбранных параметров в примере моделирова-
ния (n, m) = (2, 1) приближенное выражение для про-
дольной составляющей вектора СУМ (11) примет вид: 

0,3 0,14sin(2 ) .zS I I    (12) 

Из (12) следует, что продольный спин в плоскости 
фокуса для номеров (n, m) = (2, 1) будет иметь 2 поло-
жительных и 2 отрицательных области, центры кото-
рых лежат на лучах, идущих под углами φ = π /4, 5π /4 
(Sz

 < 0) и φ = 3π /4, 7π /4 (Sz > 0). Выражение (11) пока-
зывает, что у светового поля (3) в плоскости фокуса бу-
дут иметь место локальные области, центры которых 
лежат равномерно на окружности некоторого радиуса с 
центром на оптической оси и в которых знак продоль-
ного спина чередуется. Всего таких областей будет 4m. 
Этот эффект называется продольным спиновым эффек-
том Холла. Заметим, что у пучка (3) в начальной плос-
кости плотность продольного спина равна 

sin(2 ).zS    (13) 

Из (13) видно, что у пучка (3) распределение спи-
на имеет два положительных максимума, лежащих 
под углом 45 и 225 градусов к положительному 
направлению оси x. Полный спин пучка (3), то есть 
усредненный по всей начальной плоскости, равен ну-
лю, так как интеграл от периодической функции 
cos(2φ) по периоду равен нулю.  

3. Результаты численного моделирования 

Моделирование в данной работе было проведено 
через вычисление в среде Matlab интеграла Ричардса–
Вольфа (1). Длина волны фокусируемого света счита-
лась равной λ = 0,532 мкм, фокусировка осуществля-
лась апланатическим объективом с числовой аперту-
рой 0,95. Ниже приведены результаты вычислений 
для топологического заряда вихря n = 2 и порядка 
пучка m = 1. 

3.1. Поведение интенсивности 

На рис. 1 показано распределение интенсивности и 
ее отдельных составляющих в фокальной плоскости, а 
на рис. 2 – на расстоянии z =  от фокальной плоскости. 

Из рис. 1 видно, что при фокусировке пучка (3) с 
топологическим зарядом оптического вихря n = 2 
и порядком пучка m = 1 в фокусе формируется нерав-
номерное кольцо интенсивности. В центре кольца ин-
тенсивность ненулевая из-за ненулевой интенсивно-
сти продольной составляющей (рис. 1г). Непосред-
ственно в фокусе вклад поперечных составляющих 
интенсивности (рис. 1б и 1в) в суммарную интенсив-
ность одинаков. При удалении от фокальной плоско-

сти распределение интенсивности меняется – 
на рис. 2 показано аналогичное распределение интен-
сивности и ее отдельных составляющих на расстоя-
нии z = λ от плоскости фокуса. 
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Рис. 1. Суммарная интенсивность I = Ix

 + Iy
 + Iz (а) 

и ее составляющие Ix (б), Iy (в) Iz (г) в фокусе (z = 0) 

Из сравнения рис. 1 и 2 видно, что происходит 
вращение интенсивности исследуемых пучков: от-
дельные составляющие вращаются против часовой 
стрелки. Вклад поперечных составляющих в суммар-
ную интенсивность становится неодинаковым. Такие 
пучки, у которых при распространении поперечное 
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распределение интенсивности поворачивается отно-
сительно оптической оси, получили название враща-
ющихся пучков. Известны работы, где это свойство 
наблюдается как у оптических полей в свободном 
пространстве [26 – 29], так и вблизи рельефа дифрак-
ционных оптических элементов [30 – 31].  
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Рис. 2. Суммарная интенсивность I = Ix

 + Iy
 + Iz (а) 

и ее составляющие Ix (б), Iy (в) Iz (г) в фокусе (z = λ) 

3.2. Спиновый угловой момент 

Продольная компонента спинового углового мо-
мента отвечает за наличие круговой поляризации 
в поперечной плоскости. На рис. 3 показано распре-

деление продольной компоненты СУМ в плоскости 
фокуса и на некотором удалении от нее. 
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Рис. 3. Продольная компонента спинового углового 

момента для пучка с m = 1, n = 2 в фокусе (а) 
и на расстояниях 0,5λ (б) и 1λ (в) от фокуса 

Из рис. 3 видно, что в плоскости фокуса формиру-
ется несколько областей, в которых СУМ отличен 
от нуля. При этом абсолютное значение СУМ в этих 
областях неодинаково – в области положительных 
значений СУМ (светлые области на рис. 3а) пример-
но в полтора раза больше, чем в области отрицатель-
ных значений СУМ (темные области на рис. 3а). Но 
хотя есть неравенство положительных и отрицатель-
ных областей спина, полный спин в фокусе равен ну-
лю. То есть полный спин в данном случае сохраняет-
ся при фокусировке. Мы предполагаем, что часть 
спина (продольной СУМ) переходит в орбиту (про-
дольный орбитальный угловой момент). Но доказа-
тельство этого утверждения выходит за рамки данной 
работы. При удалении от плоскости фокуса наблюда-
ется вращение ненулевых областей СУМ и их посте-
пенное выравнивание по абсолютной величине. При 
смене знака топологического заряда вихря картина 
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меняется на противоположную – в области отрица-
тельных значений СУМ по абсолютной величине 
становится больше, чем в области положительных 
значений. 

4. Генерация исследуемых пучков 

Для получения гибридно поляризованного опти-
ческого вихря может быть использован простран-
ственный модулятор света вместе с векторными вол-
новыми пластинками, преобразующими линейную 
поляризацию в векторный пучок. Схема для получе-
ния пучка показана на рис. 4.  

В данной работе свет от лазера MGL-F-532-700 
(λ = 532 нм) очищался с помощью пинхола PH, лин-
зы L1 и ирисовой диафрагмы D. Затем сколлимиро-
ванный гауссов пучок преобразовывался с помощью 
пространственного модулятора света SLM в оптиче-
ский вихрь. Пространственный модулятор света 
располагался между обычными линейными поляри-
заторами P1 и P2 для получения линейной поляриза-
ции после модулятора. С помощью линз L2 и L3, об-
разующих 4f - систему, и ирисовой диафрагмы D от-
секались ненужные порядки дифракции. Затем оп-
тический вихрь проходил последовательно через 
четвертьволновую пластинку и векторную волновую 
пластинку VWP, чтобы приобрести нужную гибрид-
ную поляризацию [22]. 

Laser 

SLM
DL2 L3

0

+1

M1
 

M2

P1
P2

PH

D
L1

CCDλ/4VWP
 

Рис. 4. Laser – лазер MGL-F-532-700 (λ = 532 нм), M1, M2 – 
зеркала, PH – пинхол (диаметр отверстия – 50 мкм),  

L1-L3 – линзы (f1
 = 400 мм, f2

 = 150 мм, f3
 = 125 мм),  

D – ирисовая диафрагма, SLM – пространственный 
модулятор света (Holoeye LC 2012), P1-P2 – поляризаторы, 

VWP – векторная волновая пластинка (LBTEK VR1),  
CCD – CCD-камера (UCMOS10000KPA) 

На рис. 5 показан пример полученного оптического 
вихря с гибридной поляризацией (3) с номером m = 1 
и топологическим зарядом вихря n = 2. На рис. 6 показан 
тот же пучок, что и на рис. 5, но перед регистрирующей 
камерой помещен поляризатор-анализатор. 

Из сравнения рис. 6 и 1 видно качественное согла-
сование результатов. 

Заключение 

В данной работе с помощью формализма Ричард-
са–Вольфа рассматривается острая фокусировка оп-
тических вихрей с гибридной поляризацией, которая 
сочетает в себе свойства азимутальной и круговой 

поляризаций [22]. Такой пучок характеризуется по-
рядком векторного пучка и топологическим зарядом 
оптического вихря. Показано, что данные пучки об-
ладают рядом интересных свойств: во-первых, интен-
сивность в таких пучках вращается при удалении 
от фокусного пятна. Во-вторых, в плоскости фокуса 
формируется несколько областей, в которых СУМ 
отличен от нуля. При этом абсолютное значение 
СУМ в этих областях неодинаково – в областях по-
ложительных значений больше, чем в областях отри-
цательных значений СУМ. 

 
Рис. 5. Зарегистрированная ПЗС-камерой интенсивность 
оптического вихря с гибридной поляризацией с номером 

m = 1 и топологическим зарядом n = 2.  
Размер кадра – 2,6 мм×1,9 мм 

а)   б)  

в)  
Рис. 6. Распределение интенсивности оптического вихря 

с гибридной поляризацией с номером m = 1 
и топологическим зарядом вихря n = 2 при разных 
положениях поляризатора-анализатора перед 

регистрирующей камерой. 
Размер кадра – 2,6 мм×1,9 мм 
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Abstract  

In this work, using the Richards-Wolf formalism, we consider the sharp focusing of optical 
vortices with hybrid polarization, which combines the properties of azimuthal and circular polari-
zations. It is shown that these beams have a number of unique properties: the intensity pattern in 
such beams is rotating with distance from the focal spot and the longitudinal component of the 
spin angular momentum is asymmetrically shaped. 
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