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Аннотация 

Рассмотрена острая фокусировка суперпозиции вихревого лазерного пучка с топологи-
ческим зарядом n с линейной поляризацией и плоской волны с такой же линейной поляри-
зацией, направленной вдоль горизонтальной оси. В формализме Ричардса–Вольфа получе-
ны аналитические выражения для распределения интенсивности и продольной проекции 
спинового углового момента в плоскости фокуса. Показано, что для четных и нечетных но-
меров n интенсивность и спиновый угловой момент обладают разной симметрией: при чет-
ном n они симметричны относительно обеих декартовых осей, а при нечетном n они сим-
метричны только относительно вертикальной оси. Распределение интенсивности имеет 2n 
локальных максимумов в фокусе, и на оптической оси интенсивность при любом n отлична 
от нуля. Распределение продольной проекции спинового углового момента (плотность спи-
на) в плоскости фокуса имеет (n + 2) субволновых областей с положительным спиновым уг-
ловым моментом и (n + 2) областей с отрицательным спиновым угловым моментом, центры 
которых, чередуясь, лежат на окружности некоторого радиуса с центром на оптической оси. 
Такое распределение спина с разным знаком демонстрирует продольный спиновый эффект 
Холла в фокусе. Суммарно в фокусе отрицательный и положительный спин взаимно ком-
пенсируется и равен нулю.  
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Введение 

Изучение оптических эффектов в остром фокусе 
когерентного излучения – актуальная и интересная 
задача, так как в остром фокусе все шесть компонент 
напряженности электрического и магнитного полей 
дают примерно одинаковый вклад в формирование 
поля. Нельзя пренебрегать вкладом каких-то компо-
нент поля, и нельзя пользоваться параксиальным 
приближением. Поэтому в остром фокусе известно 
много интересных оптических эффектов: оптические 
колеса [1], поляризационная лента Мёбиуса [2, 3], уз-
лы нулей интенсивности [4 – 6], обратный поток энер-
гии [7], магнетизация [8 – 10], спин-орбитальная кон-
версия [11 – 13], спиновый [14 – 16] и орбитальный 
[17] эффекты Холла. Остановимся немного подроб-
нее на этих эффектах.  

«Фотонные колеса» [1] формируются в фокусе 
за счет поперечного спинового углового момента 
(СУМ), когда у продольной составляющей электри-
ческого поля имеется задержка по фазе на π /2 с од-
ной или двумя поперечными составляющими. При 

этом эллипсы вращения вектора поляризации лежат в 
меридиональной плоскости, которая образуется оп-
тической осью и одной из поперечных декартовых 
осей. Вращение вектора поляризации в меридиональ-
ной плоскости при распространении пучка напомина-
ет вращение колеса.  

Ленты Мёбиуса представляют собой трехмерные 
структуры, состоящие из поверхности только с одной 
стороной. Эти структуры, которые можно легко про-
демонстрировать, разрезав бумажное кольцо, добавив 
поворот и затем снова соединив концы бумаги вме-
сте, обладают интригующими математическими 
свойствами с точки зрения топологии и геометрии. В 
[2] использовали жидкокристаллическую q-пластинку 
для создания заданного волнового фронта лазерного 
пучка и получения оптической версии ленты Мёбиуса 
путем эффективного «обрезания и скручивания» поля-
ризации светового пучка в остром фокусе. А далее, ис-
пользуя метод трехмерной нанотомографии оптиче-
ских векторных полей, полностью реконструировали 
структуру поляризации света в фокальной области и 
подтвердили появление поляризационных структур 
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Мёбиуса. Также разные формы поляризационной лен-
ты Мебиуса в фокусе получены в [3]. 

Теория узловых фотонных структур развита в [4, 
5]. В [6] рассмотрены узлы нулей интенсивности 
(сингулярностей фазы или поляризации) в фокусе. 
Для узловых структур, приближающихся к масштабу 
длины волны, эффекты продольной поляризации ста-
новятся существенными, а электрические и магнит-
ные поля различаются, что приводит к переплетению 
узловых структур в поперечной и продольной компо-
нентах поляризации, которые называются узловым 
пучком поляризационных сингулярностей. В [6] ана-
лизируют их структуру с использованием полиноми-
альных пучковых аппроксимаций и численной теории 
дифракции. 

В [7], сравнивая численное и экспериментальное 
распределения интенсивности в остром фокусе опти-
ческого вихря с топологическим зарядом 2 и левой 
круговой поляризацией, определили диаметр «труб-
ки» с обратным потоком световой энергии. Для чис-
ловой апертуры 0,95 и длины волны 532 нм диаметр 
трубки обратного потока вдоль оптической оси со-
ставил около 300 нм. Экспериментально показано 
также, что при фокусировке пучка с цилиндрической 
поляризацией второго порядка линзой с числовой 
апертурой 0,95 в фокусе возникает циркулярно-
симметричный поток энергии с очень слабой интен-
сивностью в центре (пятно Араго). Это пятно Араго 
формируется в результате дифракции прямого потока 
энергии на границе трубки обратного потока энергии. 

Эффект оптической магнетизации в остром фоку-
се рассматривался [8 – 10]. Для полностью оптиче-
ской магнитной записи желательно иметь фокальное 
пятно с чистой продольной намагниченностью. В [10] 
рассмотрена металинза, обладающая тройными 
функциями преобразователя азимутальной поляриза-
ции, винтовой фазовой пластинки и фокусирующей 
линзы. Комбинация «три в одном» позволяет преоб-
разовывать линейно поляризованный падающий свет 
в вихревой луч первого порядка с азимутальной по-
ляризацией и фокусировать его в пятно с дифракци-
онным ограничением. Состояние поляризации фо-
кального пятна измеряется как чистая круговая поля-
ризация, что означает, что чистое продольное поле 
намагничивания может быть индуцировано обратным 
эффектом Фарадея. Латеральная ширина фокального 
пятна на полувысоте составляет 1,9 мкм, а экспери-
ментальная эффективность преобразования метапо-
верхности составляет около 19 %. 

Эффект спин-орбитальной конверсии в остром 
фокусе теоретически рассмотрен в [11 – 13]. В [12] 
показано, что в остром фокусе гауссова пучка с кру-
говой поляризацией продольная компонента спино-
вого углового момента максимальна на оптической 
оси, причем продольная составляющая орбитального 
углового момента (ОУМ) максимальна на кольце. Та-
ким образом, можно оценить влияние СУМ и ОАМ 

на движение захваченной микрочастицы в отдельно-
сти. Экспериментально продемонстрировано спин-
орбитальное преобразование для гауссова пучка 
с круговой поляризацией, когда в фокусе возникает 
поперечный поток энергии (орбитальный угловой мо-
мент), который передается микрочастице и заставляет 
вращаться. Спин-орбитальная конверсия происходит 
также при прохождении света через металинзу [13]. 

Фотонный эффект Холла был сначала обнаружен 
при прохождении света с линейной поляризацией че-
рез многослойный микрорезонатор [14]. Спиновый 
[15] и орбитальный [16] эффекты Холла в остром фо-
кусе заключаются в том, что начальное световое поле 
имеет нулевой СУМ, а в фокусе появляются разде-
ленные в пространстве области, в которых СУМ или 
ОУМ имеют разные знаки [17]. То есть в фокусе по-
являются фотоны со спином разного знака и с топо-
логическим зарядом разного знака. 

В данной работе мы продолжаем изучать спино-
вый эффект Холла в остром фокусе. Ранее в работе 
[16] мы показали, что в остром фокусе оптического 
вихря с топологическим зарядом n и линейной поля-
ризацией формируются всегда четыре области 
со спином разного знака, независимо от номера n. 
В данной работе мы покажем, что если оптический 
вихрь с линейной поляризацией когерентно сложить 
с плоской волной также с линейной поляризацией 
(обе линейные поляризации в одном направлении), 
то число областей со спином разного знака в фокаль-
ной плоскости будет увеличиваться с ростом тополо-
гического заряда оптического вихря. Теория в данной 
работе основана на формализме Ричардса–Вольфа 
[18], который адекватно описывает напряженность 
монохроматического электромагнитного поля вблизи 
острого фокуса. 

1. Теоретические основания 

Рассмотрим начальное световое поле, вектор 
Джонса которого имеет вид: 
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где (θ, φ) – полярный и азимутальные углы, задающие 
точку на сфере, центр которой лежит в фокусе, n – 
топологический заряд оптического вихря, a – посто-
янная, A (θ) – амплитуда начального светового поля, 
зависящая только от полярного угла, который связан 
с радиальной переменной (r = fcosθ, f – фокусное рас-
стояние сферической линзы). Из (1) видно, что 
начальное световое поле является суперпозицией оп-
тического вихря с линейной поляризацией и плоской 
волны также с линейной поляризацией. Поэтому 
каждая проекция вектора напряженности электриче-
ского поля вблизи фокуса будет также являться су-
перпозицией двух полей оптического вихря с линей-
ной поляризацией и плоской волны с линейной поля-
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ризацией. Эти проекции можно взять соответственно 
из работ [16] и [18, 19]. Тогда, согласно формализму 
Ричардса–Вольфа, в фокусе поля (1) получим: 
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В уравнении (2) величины Iν,μ обозначают инте-
гральные функции, зависящие только от радиальной 
переменной, у которых первый индекс – тип интегра-
ла (ν = 0, 1, 2), а второй индекс (µ = 0, ±1, ±2, …) равен 
порядку функции Бесселя Jμ (ξ) под интегралом: 
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где k = 2π /λ – волновое число света с длиной волны λ, 
f – фокусное расстояние сферической линзы, (r, φ, z) – 
цилиндрические координаты, θ0 – максимальный угол 
наклона лучей к оптической оси, определяющий 

числовую апертуру апланатической линзы 
NA = sin (θ0), ξ = kr sin (θ). Схема, иллюстрирующая 
фокусирующую систему, приведена на рис. 1. В дан-
ной работе считалось, что свет фокусируется аплана-
тическим объективом. В уравнении (3) это отражено 
в виде наличия множителя (функции аподизации) 
cos1/2(θ) [18]. При смене фокусирующей линзы изме-
нится лишь функция аподизации в (3), при этом все 
выводы данной статьи останутся прежними. Напри-
мер, при использовании дифракционной линзы мно-
житель cos1/2(θ) в (3) следует заменить на множитель 
cos –3/2(θ) [20]. 

 
Рис. 1. Схема, иллюстрирующая фокусирующую систему  

С помощью (2) можно найти выражение для рас-
пределения интенсивности в фокальной плоскости: 
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В (4) I0 – это интенсивность при a = 0, которая 
совпадает с ранее полученной в [16]. Так как в (4) 
входит слагаемое с I0,0, то в центре фокальной 
плоскости при любом n интенсивность будет от-
лична от нуля. И центральный максимум интенсив-
ности будет вытянут вдоль оси x, параллельно 
направлению начальной поляризации. Это опреде-
ляется зависимостью основных по вкладу в интен-
сивность слагаемых c сомножителем cos2φ, кото-
рый имеет два положительных максимума при уг-
лах φ = 0 и φ = π. Из (4) видно, что интенсивность 
имеет разный вид для четного и нечетного номеров 
n. Причем, если n = 2p – четный, то картина интен-
сивности центрально-симметричная, так как аргу-
менты тригонометрических функций, входящих в 
поперечную интенсивность, являются четными 
функциями, и поэтому сами тригонометрические 
функции не меняют знак при замене φ на φ + π. А в 

выражение для продольной интенсивности входят 
произведения косинусов с нечетными аргументами, 
которые также не меняют знак при замене φ на 
φ + π. Так как выражение (4) при n = 2p не меняется 
при замене φ на – φ, то картина интенсивности 
симметрична относительно горизонтальной оси. И 
так как картина осесимметрична, то она и симмет-
рична относительно вертикальной оси. При нечет-
ном топологическом заряде n = 2p +1 картина ин-
тенсивности будет иметь только симметрию отно-
сительно вертикальной декартовой оси, так как не 
изменяется при замене φ на π – φ. Число основных 
локальных максимумов интенсивности, куда в ос-
новном попадает световая энергия, можно опреде-
лить на основе приближенного уравнения, учтя 
только «главные» слагаемые в (4): 

2 2 2
0, 0,0 0,0 0,2 ( 1) cos( ).p

n n pI I a I a I I n       (5) 
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В (5) вошли только квадраты или произведения ин-
тегралов (3) с первым нулевым номером. Так сделано 
потому, что в [19] показано, что основной вклад в све-
товое поле в фокусе дают слагаемые с нулевым первым 
номером у интегралов (3). Из (5) видно, что число боко-
вых лепестков картины интенсивности будет 2n, так как 
косинус на периоде будет менять знак 2n раз.  

C помощью выражений (2) можно найти выра-
жение для продольной проекции СУМ, согласно 
формуле: 

 *2Im .z x yS E E  (6) 

Подставляя (2) в (6), получим: 

  

 

 
 

 

2, 2 2, 2 2, 2 2, 2 0,

2,2 2, 2 2, 2

0,0 2, 2 2, 2 2,2

2,2 2, 2 2, 2

0,0 2, 2 2, 2 2,2

1
2cos2

2

cos

cos( 2) cos( 2) 2 sin 2 sin , 2 ,
2 1

sin

sin( 2) sin( 2) 2 sin 2

z n n n n n

n n

n np

n n

n n

S I I I I I

n I I I

I n I n I I n n p
a

n I I I

I n I n I I

   

 

 

 

 

     

  

         
 

   

       cos , 2 1.n n p






    

 (7) 

Из (7) видно, что a = 0 продольная проекция 
СУМ совпадает с СУМ для оптического вихря с 
линейной поляризацией [16]. Из (7) также видно, 
что при n четном и нечетном выражение для СУМ 
будет иметь разный вид и будет обладать разной 
симметрией. При n четном СУМ (7) будет обладать 
центральной симметрией, так как под синусами и 
косинусами угол φ будет умножаться на четное 
число, и поэтому при замене φ на φ + π картина 
СУМ не изменится. Также из (7) видно, что замена 
φ на – φ не приводит к изменению картины СУМ. 
Это означает, что распределение продольной СУМ 
симметрично относительно горизонтальной оси. И 
так как картина СУМ симметрична относительно 
горизонтальной оси и одновременно осесиммет-
рична, то она симметрична и относительно верти-
кальной оси. При нечетном n картина СУМ (7) бу-
дет симметрична только относительно вертикаль-
ной оси. Так как при замене φ на π – φ sin (2p +1) φ 
не изменит знака. Так как в (7) входит cos (n +2) φ 
при четном n или sin (n +2)φ при нечетном n, то 
максимальное число положительных и отрицатель-
ных областей СУМ при обходе в сечении пучка по 
окружности с центром на оптической оси будет 
равно 2 (n +2).То есть у поля (1) в фокусе будет 
четное число положительных и отрицательных об-
ластей со спинами разных знаков. Это связано с 
тем, что так как в начальной плоскости у поля (1) 
спин равен нулю Sz,0

 = 0, то и в фокусе полный спин 
(продольная компонента СУМ, усредненная по се-
чению пучка в фокусе) должен быть равен нулю: 

2

,0

0 0

ˆ 0z zS S rdrd
 

    . (8) 

Это следует также из (7), если проинтегрировать 
по всей плоскости фокуса. Слагаемые в (7), в которых 
есть тригонометрические функции, косинус и синус 
после интегрирования по углу φ по периоду дадут 
нули. Оставшиеся слагаемые в (7), не содержащие 
тригонометрических функций, также дадут ноль: 

 

 

2
2 2
2, 2 2, 2

0 0

2 2
2, 2 2, 2 2 2

0

ˆ

2 0.

z n n

n n

S I I rdrd

I I rdr W W

 

 



 

   

     

 


 (9) 

Выражение (9) следует из результата интегриро-
вания по радиальной переменной r выражения (3), 
которое получено в [19]: 

2
,

0

2 ( )W I r rdr


    . (10) 

Из (10) видно, что результат интегрирования вы-
ражений (3) не зависит от второго номера, то есть 
от номера функции Бесселя. Поэтому энергия слагае-
мых I2, n –2 и I2, n +2 будет одинаковой (9). 

2. Моделирование 

С помощью формул Ричардса–Вольфа [18] моде-
лировалась фокусировка линзой с числовой аперту-
рой NA = 0,95 пучка с длиной волны λ = 532 нм свето-
вого поля (1), при a = 1. Ниже показано распределе-
ние интенсивности I = |Ex|2 + |Ey|2 + |Ez|2 и продольной 
проекции спинового углового момента (6) для разных 
ТЗ оптического вихря: n = 2 (рис. 2), n = 3 (рис. 3), 
n = 4 (рис. 4), n = 5 (рис. 5). 

Из рис. 2а и 4а видно, что картины интенсивности 
при n = 2, 4 симметричны относительно обеих осей 
координат, а интенсивность на рис. 3a и 5a при 
n = 3, 5 симметрична только относительно вертикаль-
ной оси координат. Это подтверждает правильность 
выражения (4). На картинах интенсивности на рис. 2 –
 5 можно подсчитать число локальных лепестков, 
равное 2n: 4 (рис. 2а), 6 (рис. 3а), 8 (рис. 4а) и 10 
(рис. 5а). При этом центральный светлый эллиптиче-
ский максимум интенсивности следует считать два 
раза, так как он имеет два локальных максимума 
на горизонтальной оси. 

Из рис. 2б и 4б видно, что картины плотности 
СУМ при n = 2, 4 симметричны относительно обеих 
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осей координат, а на рис. 3б и 5б при n = 3, 5 картины 
СУМ симметричны только относительно вертикаль-
ной оси координат. Это подтверждает правильность 
выражения (7). Подсчитав число светлых и темных 
пятен на картине СУМ можно убедиться, что количе-
ство локальных областей, где СУМ положительный и 
отрицательный, равно согласно формуле 2 (n +2): 8 
(рис. 2б), 10 (рис. 3б), 12 (рис. 4б) и 14 (рис. 5б). Та-
ким образом, увеличение топологического заряда n 
поля (1) на 1 увеличивает число областей на черной 
окружности на рис. 2б – 5б на 2 (одна область с поло-
жительным спином и одна с отрицательным). 

а)  

б)  
Рис. 2. Интенсивность (а) и продольный СУМ (б) для пучка 

(1) с топологическим зарядом n = 2. Пунктирная 
окружность с центром на оптической оси проходит через 

8 областей с разным знаком продольной СУМ 

Так как продольная компонента СУМ совпадает 
с третьей компонентой Стокса, с проекцией на опти-
ческую ось вектора, перпендикулярного эллипсу по-
ляризации в каждой точке фокуса, то в светлых обла-
стях на рис. 2б – 5б вектор поляризации вращается 
против часовой стрелки (правая эллиптическая поля-
ризация), а в темных областях на рис. 2б – 5б вектор 
поляризации вращается по часовой стрелке (левая эл-
липтическая поляризация). Причем вблизи оптиче-
ской оси с ростом n > 0 меняется тип и величина по-
ляризации: на рис. 2б (n = 2) вблизи оптической оси 
левая почти круговая поляризация, на рис. 3б (n = 3) 
вблизи оптической оси – две области меньшего раз-
мера с левой и правой эллиптической поляризацией, 
на рис. 4б (n = 4) вблизи оси уже 4 области с меньшим 
размером, две из которых с левой и две с правой эл-
липтическими поляризациями, а на рис. 5б (n = 5) 
на оптической оси линейная поляризация. 

Отметим здесь, что уравнения Ричардса–Вольфа 
справедливы для любой числовой апертуры, и отме-
ченные здесь эффекты также будут проявляться при 

любой числовой апертуре фокусирующей линзы. Од-
нако для больших числовых апертур векторные эф-
фекты в фокусе проявляются в наибольшей степени 
[18]. Например, ранее нами было показано, что спин-
орбитальная конверсия при острой фокусировке ли-
нейно поляризованного света наблюдается и для ма-
лых числовых апертур [21]. 

а)  

б)  
Рис. 3. Интенсивность (а) и продольный СУМ (б) для пучка 

(1) с топологическим зарядом n = 3. Черная окружность 
с центром на оптической оси проходит через 10 областей 

с разным знаком продольной СУМ 

а)  

б)  
Рис. 4. Интенсивность (а) и продольный СУМ (б) для пучка 

(1) с топологическим зарядом n = 4. Черная окружность 
с центром на оптической оси проходит через 12 областей 

с разным знаком продольной СУМ 

Заключение 

В данной работе получены следующие новые ре-
зультаты. Рассмотрена острая фокусировка комбини-
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рованного лазерного пучка, который представляет со-
бой осевую суперпозицию двух пучков с одинаковой 
линейной поляризацией: оптического вихря с тополо-
гическим зарядом n и единичной амплитудой 
и плоской волны с амплитудой a. С помощью теории 
Ричардса–Вольфа получены аналитические выражения 
для всех шести проекций векторов напряженности 
электрического и магнитного полей, для распределе-
ния интенсивности и продольного СУМ в плоскости 
фокуса. Вид и симметрия распределений интенсивно-
сти и СУМ зависит от четности номера n. C ростом 
номера n > 0 растет число боковых лепестков в картине 
интенсивности и число областей с положительным и 
отрицательным СУМ. Наличие в плоскости фокуса 
фотонов со спином разного знака является проявлени-
ем спинового эффекта Холла в фокусе. Такие распре-
деления интенсивности и СУМ в остром фокусе можно 
использовать для наноструктурирования поверхности 
материала, чувствительного к поляризации [22], и для 
намагничевания с разной полярностью материала на 
основе обратного эффекта Фарадея [23]. 

а)  

б)  
Рис. 5. Интенсивность (а) и продольный СУМ (б) для пучка 

(1) с топологическим зарядом n = 5. Черная окружность 
с центром на оптической оси проходит через 14 областей 

с разным знаком продольной СУМ 
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states at the tight focus 
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Abstract  

We analyze the sharp focusing of the superposition of a vortex laser beam with topological 
charge n and linear polarization and a plane wave with the same linear polarization directed along 
the horizontal axis. Using the Richards-Wolf formalism, analytical expressions are obtained for the 
intensity distribution and longitudinal projection of the spin angular momentum (SAM) in the fo-
cal plane. It is shown that for even and odd numbers n the intensity and SAM have different sym-
metries: for even n they are symmetric with respect to both Cartesian axes, and for odd n they are 
symmetric only with respect to the vertical axis. The intensity distribution has 2n local maxima at 
the focus, and the intensity on the optical axis is nonzero for any n. The distribution of the longitu-
dinal SAM (spin density) in the focal plane has (n + 2) subwavelength regions with a positive 
SAM and (n + 2) regions with a negative SAM, the centers of which alternately locate on a circle 
of a certain radius centered at the optical axis. Such an alternating-spin pattern demonstrates the 
spin Hall effect at the focus. At the focus, the negative and positive spins are mutually compen-
sated, meaning that the total spin is zero. 

Keywords: spin angular momentum, Richards-Wolf formulas, Hall effect, optical vortex, plane 
wave, linear polarization. 
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