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Аннотация 

Рассмотрены оптические свойства структуры, состоящей из дифракционной решетки, 
работающей в геометрии Литрова, плоскопараллельного диэлектрического слоя и зерка-
ла, полностью отражающего падающее на него излучение. Получено условие, накладыва-
емое на элементы матрицы рассеяния дифракционной решетки, при выполнении которого 
можно за счет выбора толщины диэлектрического слоя получить полное обратное отра-
жение, т.е. направить всю энергию падающей волны в – 1-й отраженный порядок дифрак-
ции. Результаты численного моделирования в рамках электромагнитной теории дифрак-
ции полностью подтверждают полученные теоретические результаты. 
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Введение 

Несмотря на более чем двухсотлетнюю историю 
[1 – 4], дифракционные решетки по-прежнему явля-
ются предметом интенсивных исследований [5 – 10]. 
Это связано как c фундаментальным интересом, так и 
с многочисленными практическими применениями 
дифракционных решеток в различных оптических (в 
особенности лазерных) системах для спектральной и 
пространственной фильтрации электромагнитного 
излучения, объединения и разделения оптических 
пучков, сжатия оптических импульсов и др. [4 – 8]. 

Одной из важных задач расчета и оптимизации 
дифракционных решеток является задача расчета 
структур, направляющих максимально возможную 
долю энергии (или в идеальном случае всю энергию) 
падающей волны в некоторый порядок дифракции, 
обычно называемый рабочим. Часто в качестве рабо-
чего рассматривается –1-й отраженный порядок ди-
фракции [11 – 17]. Особый интерес в таких задачах 
представляет т.н. геометрия (или конфигурация) Лит-
рова, в которой направление распространения –1-го 
отраженного порядка противоположно направлению 
распространения падающей волны [18]. В случае, ко-
гда дифракционная структура выполнена из непо-
глощающих диэлектрических материалов, для полу-
чения высокой отражательной способности необхо-
димо использовать конфигурацию, в которой ди-
фракционная решетка расположена на многослойном 

отражателе (например, брэгговской решетке). В связи 
с этим возникает вопрос, при каких параметрах ди-
фракционной решетки можно за счет подбора какого-
либо из геометрических параметров (например, тол-
щины промежуточного диэлектрического слоя между 
решеткой и отражателем) получить полное обратное 
отражение, т.е. направить всю энергию падающей 
волны в –1-й отраженный порядок дифракции. 
Наиболее полный теоретический анализ данной зада-
чи представлен в недавно вышедшей работе [19]. В 
указанной работе получено необходимое и достаточ-
ное условие, при выполнении которого можно за счет 
выбора толщины диэлектрического слоя получить 
нулевое отражение в нулевом отраженном порядке 
дифракции и, следовательно, полное отражение в ра-
бочем –1-м порядке. Вместе с тем это условие сфор-
мулировано в сложной для практической проверки 
форме, но предложены два более простых достаточ-
ных (не являющихся необходимыми) условия. 

В настоящей работе необходимое и достаточное 
условие возможности получения полного обратного 
отражения для описанной структуры получено в дру-
гой форме. В отличие от работы [19], приведенное 
ниже условие выражено непосредственно через эле-
менты матрицы рассеяния дифракционной решетки, 
что делает его существенно более простым для про-
верки для конкретной рассматриваемой структуры. 
Кроме того, обсуждается связь с двумя достаточными 
условиями из работы [19] и показано, что их можно 
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объединить, сформулировав в более общем виде. По-
лученные теоретические результаты подтверждаются 
результатами строгого численного моделирования в 
рамках электромагнитной теории дифракции. 

1. Геометрия структуры и условие возможности 
получения нуля нулевого отраженного 

порядка дифракции 

Геометрия рассматриваемой структуры показана 
на рис. 1. Структура состоит из диэлектрической ди-
фракционной решетки с периодом d и высотой hgr, 
выполненной на поверхности плоскопараллельного 
диэлектрического слоя с толщиной h и показателем 
преломления n, который, в свою очередь, находится 
на поверхности некоторого зеркала (например, мно-
гослойного брэгговского отражателя). 

 
Рис. 1. Геометрия структуры, состоящей 

из дифракционной решетки, диэлектрического слоя 
и зеркала, и волны, падающие на дифракционную решетку 

и рассеянные ей 

Для дальнейшего анализа сделаем несколько 
предположений. Будем считать, что все материалы 
структуры являются непоглощающими, дифракцион-
ная решетка имеет вертикальную плоскость симмет-
рии, а излучение, падающее на зеркало на нижней 
поверхности диэлектрического слоя, полностью от-
ражается. Согласно уравнению дифракционной ре-
шетки x-компонента волнового вектора порядка ди-
фракции с номером m имеет вид kx,m = kx,inc + m2 / d, 
где kx,inc = k0sin  – x-компонента волнового вектора па-
дающей волны, k0 = 2 /  – волновое число,  – длина 
волны падающего излучения в свободном пространстве, 
 – угол падения. Будем рассматривать случай т.н. гео-
метрии (или конфигурации) Литрова, когда направле-
ние распространения –1-го отраженного порядка ди-
фракции противоположно направлению распростране-
ния падающей волны (см. рис. 1), т.е. kx,–1 = – kx,inc и, сле-
довательно, x-компонента волнового вектора падаю-
щей волны составляет [18] 

,inc .xk d   (1) 

Выражение (1) записано в предположении, что среда 
над решеткой имеет единичный показатель преломле-
ния. Потребуем, чтобы в области над решеткой и в ди-
электрическом слое между решеткой и зеркалом нуле-
вой и –1-й порядки дифракции являлись распространя-

ющимися, т.е. |kx,inc| = |kx,–1| < k0 .Кроме того, будем пола-
гать, что все остальные порядки дифракции являются 
затухающими. Для этого достаточно потребовать, 
чтобы +1-й порядок дифракции в волноводном слое 
был затухающим, т.е. |kx,+1| = k0n. С использованием 
приведенного выше уравнения дифракционной ре-
шетки два данных условия можно записать в виде 
следующего двойного неравенства: 
1 / 2 < d /  < 3 / (2n). В работе [19] было показано, 
что именно в этом диапазоне параметров рассмат-
риваемая структура проявляет наиболее интерес-
ные оптические свойства. 

Рассмотрим матрицу рассеяния дифракционной 
решетки, связывающую комплексные амплитуды 
волн, падающих на решетку и рассеянных ей. Для 
рассматриваемой структуры и геометрии падения 
матрица рассеяния S определяется как [19] 
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где I, I и J, J  — комплексные амплитуды волн, па-
дающих на структуру сверху и снизу соответственно 
(рис. 1), R0, R–1 и T0, T–1 – комплексные амплитуды 
рассеянных волн, соответствующие нулевым и –1-м 
отраженным и прошедшим порядкам дифракции 
(обозначения и нумерация порядков дифракции вы-
браны для падающей волны I). С учетом введенных 
обозначений элементы матрицы рассеяния имеют 
следующий смысл (согласно первому столбцу): вели-
чины  и  описывают дифракцию волны I в нулевой 
и –1-й отраженный порядки дифракции соответ-
ственно, а элементы  и  описывают дифракцию 
этой волны в нулевой и –1-й прошедшие порядки 
(распространяющиеся в диэлектрическом слое). От-
метим, что те же элементы входят во второй столбец 
матрицы, описывающий дифракцию волны с ком-
плексной амплитудой I. При этом в дальнейшем бу-
дем полагать I  = 0 (в связи с чем на рис. 1 эта волна 
показана пунктиром); учет этой волны в выражении 
(2) необходим для задания матрицы рассеяния. Отме-
тим, что матрица рассеяния S содержит всего 6 уни-
кальных элементов, что обусловлено симметриями 
рассматриваемой задачи дифракции и соображениями 
взаимности. Для удобства обозначения элементов 
матрицы рассеяния совпадают с обозначениями, ис-
пользуемыми в работе [19]. Отметим также, что в си-
лу отсутствия потерь на поглощение в дифракцион-
ной решетке её матрица рассеяния S в (2) является 
унитарной. 

Поскольку прошедшие волны T0 и T–1 полностью 
отражаются от зеркала на нижней границе диэлек-
трического слоя, можно записать следующую связь 
между амплитудами волн T0, T–1 и J, J : 
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где  – набег фазы, приобретаемый волнами при рас-
пространении через диэлектрический слой и отраже-
нии от зеркала на его нижней границе и определяе-
мый толщиной h и показателем преломления n ди-
электрического слоя и свойствами зеркала: 
 = 2kzh + r, где 2 2 2 1/2

0 ,inc( )z xk k n k   – z-компонента 
волнового вектора волн, распространяющихся в ди-
электрическом слое, r – дополнительный набег фа-
зы, приобретенный при отражении от зеркала. Оче-
видно, что за счет выбора толщины слоя h можно 
обеспечить любое значение набега фазы . Действи-
тельно, при заданном значении  соответствующие 
значения h могут быть найдены как 
 h = ( – r + 2m) / (2kz), m. 

Полагая I = 1 и I  = 1, из выражений (2) и (3) 
можно найти комплексную амплитуду R0, которая в 
этом случае будет иметь смысл комплексного ко-
эффициента отражения в нулевом порядке дифрак-
ции всей структуры, состоящей из дифракционной 
решетки, плоскопараллельного диэлектрического 
слоя и зеркала на его нижней границе, при падении 
одной падающей волны I: 

 i 2 2 i 2 2 2

0 i 2 i 2

e ( ) e 2 ( )
.

1 2e e ( )( )

r r
R

r r r r r

 

 

           
 

    
 (4) 

Интенсивность нулевого отраженного порядка 
дифракции при этом будет составлять |R0|2. Анало-
гично, интенсивность –1-го отраженного порядка 
равна |R–1|2 (выражение для комплексной амплитуды 
R–1, аналогичное (4), не будем приводить для кратко-
сти). Поскольку мы полагаем, что в структуре отсут-
ствуют потери на поглощение, а зеркало на нижней 
границе диэлектрического слоя отражает все падаю-
щее на него излучение, то при любых параметрах ре-
шетки и диэлектрического слоя будет выполняться 
равенство |R0|2 + |R–1|2 = 1, т.е. энергия падающей вол-
ны будет делиться между нулевым и –1-м отражен-
ными порядками дифракции. 

Зададимся теперь вопросом, в каких случаях за счет 
выбора значения набега фазы  (обеспечиваемого за 
счет выбора толщины диэлектрического слоя h между 
решеткой и зеркалом) можно получить R0 = 0 и, таким 
образом, направить всю энергию падающей волны в 
–1-й отраженный порядок дифракции. Приводя слага-
емые в правой части выражения (4) к общему знамена-
телю, приравняем числитель получающейся дроби к 
нулю. Для упрощения выражения воспользуемся след-
ствиями унитарности матрицы рассеяния S из форму-
лы (2), а именно, приравняем эрмитову сопряженную 
матрицу S* к обратной матрице S–1, выраженной через 
присоединенную матрицу как S–1 = adjS / detS. Это поз-
воляет записать коэффициент при величине ei2 в по-
лученном уравнении в компактном виде *detS. После 
ряда простых дальнейших преобразований получим 
следующее уравнение относительно величины : 

2 2

Re cos Im sin
det det

2
0.

2 det

r

    
    

   
    

 

S S

S
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Очевидно, множители перед косинусом и синусом 
в двух первых слагаемых в уравнении (5) действи-
тельны. Используя свойства унитарности матрицы S, 
можно показать, что последнее слагаемое также явля-
ется действительным. В работе [19] было показано 
(см. теорему в подразделе 3.A), что уравнение вида 
a cos  + b sin  + c = 0 с действительными коэффици-
ентами a, b, c имеет действительные корни тогда и 
только тогда, когда a2 + b2  c2. Применяя указанное 
условие к уравнению (6), получим неравенство 

2 2

2
2 2

Re Im
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В силу унитарности матрицы рассеяния 
S|det S| = 1 и неравенство (6) принимает вид 

2 2

.
2

r
  

     (7) 

Полученное неравенство (7) и является необходи-
мым и достаточным условием возможности получе-
ния нуля нулевого отраженного дифракционного по-
рядка (т.е. полного отражения в –1-м порядке ди-
фракции) за счет выбора толщины диэлектрического 
слоя между дифракционной решеткой и зеркалом. 
Отметим, что удобство данного неравенства с прак-
тической точки зрения заключается в том, что его ле-
вая и правая части выражаются непосредственно че-
рез элементы матрицы рассеяния дифракционной ре-
шетки (2), которые могут быть рассчитаны с помо-
щью стандартных численных методов для решения 
уравнений Максвелла в задачах дифракции на решет-
ках, в частности, с помощью метода фурье-мод [20, 
21]. При этом в расчетах для проверки условия не 
требуется учет зеркала (см. рис. 1), а решетка предпо-
лагается расположенной на подложке с показателем 
преломления, совпадающим с показателем преломле-
ния диэлектрического слоя n. Это делает проверку 
неравенства (7) существенно более простой по срав-
нению с необходимым и достаточным условием, 
сформулированным в работе [19] (см. формулу (21) в 
этой работе), требующим рассмотрения всей структу-
ры, включающей дифракционную решетку, диэлек-
трический слой и зеркало, а также проведения ряда 
дополнительных расчетов для каждой точки в про-
странстве параметров, в которой требуется проверить 
условие, в частности, нахождения экстремумов опре-
деленной функции [19]. 
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2. Связь с достаточными условиями 

Несмотря на то, что, как указано выше, необходи-
мое и достаточное условие возможности получения 
полного отражения в –1-м порядке дифракции, полу-
ченное в работе [19], является относительно сложным 
для проверки, в работе [19] были предложены два 
простых достаточных (не являющихся необходимы-
ми) условия, накладываемых на элементы матрицы 
рассеяния  и  и обеспечивающих возможность по-
лучения R0 = 0 и |R–1| = 1: 

1. || = || и arg – arg  m, m; 
2. || = || > 1 / 2. 
Покажем, что выполнение любого из приведенных 

условий влечет выполнение полученного выше нера-
венства (7), т.е. они действительно являются доста-
точными для того, чтобы можно было получить нуль 
нулевого отраженного порядка дифракции за счет 
выбора толщины диэлектрического слоя. При этом 
анализ проведем для более общего условия || = || и 
покажем, что оно также является достаточным. 

Для доказательства используем следующие пред-
ставления величин , r,  и , предложенные в [19]: 

( ) / 2,  ( ) / 2,

( ) / 2,  ( ) / 2,

r r r   

   

     
         

 (8) 

где величины ±, r± и ± являются элементами уни-
тарных матриц 

.
r

 


 

  
   

S  (9) 

Подробное обсуждение смысла матриц S± выхо-
дит за рамки настоящей работы, отметим лишь, что 
эти матрицы представляют собой матрицы рассеяния 
решетки для случаев т.н. симметричного и антисим-
метричного возбуждений (когда в качестве падающей 
волны рассматриваются пары волн с амплитудами 
I = I  = 1 и I = – I  = 1). Для симметричных унитарных 
матриц размерности 2×2 может быть применена сле-
дующая параметризация: 

sin exp(i(2 )) i cos exp(i )
,

i cos exp(i ) sin exp(i )
    


   

      
      

S (10) 

где ±, ± и ± – действительные параметры, причем 
0  ±   / 2. Из выражений (8) – (10) следует, что ве-
личины, входящие в неравенство (7), могут быть 
представлены в виде 

i(2 ) i(2 )

i i

i i

i i

sin e sin e
,

2
sin e sin e

,
2

cos e cos e
i ,

2
cos e cos e

i .
2

r

   

 

 

 

   
 

 
 

 
 

 
 

  
 

  


  
 

   

 (11) 

Подставляя выражения (11) в неравенство (7), по-
сле возведения в квадрат левой и правой частей нера-
венства и упрощения получим 

2

2 2

cos( ) sin sin

cos([ ] [ ])

sin sin 2sin sin

cos([2 ] [2 ]).

   

   

   

   

      

        

      
       

 (12) 

Покажем, что неравенство (12), эквивалентное 
неравенству (7), выполняется, когда || = ||. При-
равнивая квадраты модулей правых частей послед-
них двух выражений в формуле (11), после простых 
преобразований получим, что равенство || = || 
выполняется, когда cos(+ – –) cos +cos – = 0. 
Начнем рассмотрение со случая, когда  
cos(+ – –) = 0 (т.е. + – – =  / 2 + m). В этом слу-
чае неравенство (12) принимает вид 

2 2 2

2 2

sin sin sin

sin sin 2sin sin cos ,
 

   

   
       

 (13) 

где  = + – – . Перепишем неравенство (13) в виде 

2 2

2 2

sin sin

sin sin ( , , ),f
 

   

  
       

 (14) 

где f (+, –, ) = (sin + sin – cos  – 1)2 – 1. Оче-
видно, что, если f (+, –, )  0, неравенство (14) 
выполняется при любых + и –. В связи с этим 
найдем минимальное значение функции f по пере-
менной  (напомним, что, поскольку 0  ±   / 2, 
0  sin ±  ). Легко показать, что минимальное зна-
чение достигается при cos  = 1 и составляет 
sin +sin –(sin +sin ––2). Несмотря на то, что это 
значение меньше или равно нулю, при подстановке 
его в неравенство (14) после упрощения получим: 

20 (sin sin ) .      (15) 

Последнее неравенство, очевидно, выполняется при 
любых + и –, отсюда следует и выполнение нера-
венства (7) в этом случае. 

Рассмотрим теперь случай cos + = 0 (т.е. 
+ =  / 2). Отметим, что, поскольку величины + и – 
входят в неравенство одинаковым образом, рассуж-
дения для случая cos – = 0 будут идентичными. Под-
ставляя + =  / 2 в неравенство (12), после преобразо-
ваний получим: 

 2
sin( ) sin sin( ) 0.               (16) 

Это неравенство всегда выполняется. Таким образом, 
из равенства || = || следует выполнение неравенства 
(7), и указанное равенство действительно является 
достаточным условием возможности получения нуля 
нулевого отраженного порядка дифракции за счет 
выбора толщины диэлектрического слоя. 
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3. Численный пример 

Для того, чтобы проиллюстрировать и подтвер-
дить теоретические результаты двух предыдущих па-
раграфов, рассмотрим конкретную структуру, состо-
ящую из бинарной дифракционной решетки и ди-
электрического слоя с показателем преломления 
n = 1,5, расположенных на многослойном брэгговском 
зеркале. В исследованном примере отношение шири-
ны ступеньки решетки к ее периоду (коэффициент 
заполнения) составляет 1/3, а брэгговский отражатель 
состоит из 15 периодов (пар четвертьволновых пло-
скопараллельных диэлектрических слоев с показате-
лями преломления 2 и 1,5). На рис. 2 в зависимости 
от нормированных параметров  / d и hgr

 / d показаны 
(отмечены серым) области, в которых выполняется 
неравенство (7). Элементы матрицы рассеяния ди-
фракционной решетки S, входящие в используемое не-
равенство, были рассчитаны с помощью метода фурье-
мод [20, 21]. При этом для каждого значения  / d угол 
падения  выбирался из условия выполнения равенства 
(1). Сплошными кривыми на рис. 2 показано множе-
ство точек, в которых выполняется равенство || = ||. 
Видно, что в полном соответствии с результатами па-
раграфа 2 эти кривые действительно лежат внутри об-
ластей, в которых выполняется неравенство (7). 

 
Рис. 2. Области, в которых выполняется неравенство (7) 

(серый), и точки, в которых выполняется равенство 
|| = || (сплошные кривые). Кружками отмечены точки, 
соответствующие рассмотренным ниже примерам 

Для подтверждения того факта, что в областях, в 
которых выполняется неравенство (7) (серые области 
на рис. 2), за счет выбора толщины диэлектрического 
слоя h действительно возможно обратить в нуль ин-
тенсивность нулевого отраженного порядка дифрак-
ции, рассмотрим структуры, отмеченные кружками 
на рис. 2. Указанные примеры соответствуют следую-
щим точкам в пространстве параметров ( / d; hgr

 / d): 
пример 1 – (1,414; 1) (значение  / d = 1,414 соответ-
ствует углу падения  = 45 в геометрии Литрова), 
пример 2 – (1,414; 1,5), пример 3 – (1,414; 2,75) (зна-

чение  / d = 1,732 соответствует углу падения  = 60 
в геометрии Литрова), пример 4 – (1,732; 3,5). Со-
гласно рис. 2, точки, соответствующие примерам 1 и 
3, лежат в областях, в которых выполняется неравен-
ство (7), т.е. можно ожидать получения нулей интен-
сивности нулевого порядка. Точки же, соответству-
ющие примерам 2 и 4, лежат вне этих областей 
(рис. 2). На рис. 3 показаны зависимости интенсивно-
стей нулевого и –1-го отраженных порядков дифрак-
ции |R0|2 и |R–1|2 от толщины диэлектрического слоя 
между дифракционной решеткой и зеркалом h, норми-
рованной на длину волны падающего излучения , для 
четырех рассмотренных примеров. 

Результаты, приведенные на рис. 3, полностью 
подтверждают теоретические результаты парагра-
фа 1. Действительно, для примеров 1 и 3, соответ-
ствующих точкам, лежащим внутри областей, в кото-
рых выполняется неравенство (7) (рис. 2), существу-
ют толщины диэлектрического слоя, при которых 
|R0|2 = 0 и |R–1|2 = 0, т.е. вся энергия падающей волны 
направляется в –1-й отраженный порядок дифракции. 
В то же время для примеров 2 и 4, соответствующих 
точкам, лежащим вне указанных областей, интенсив-
ность нулевого порядка дифракции не обращается в 
нуль ни при каких значениях толщины h. 

 
Рис. 3. Интенсивности нулевого и –1-го отраженных 

порядков дифракции |R0|2 и |R–1|2 для примеров 
дифракционных решеток, отмеченных на рис. 2 

Заключение 

В настоящей работе были рассмотрены оптиче-
ские свойства структуры, состоящей из диэлектриче-
ской дифракционной решетки, зеркала, полностью 
отражающего падающее на нее излучение, и разде-
ляющего их плоскопараллельного диэлектрического 
слоя. При этом рассматривался случай, когда решетка 
работает в т.н. геометрии Литрова, т.е. направление 
распространения –1-го отраженного порядка дифрак-
ции противоположно направлению распространения 
падающей волны. С использованием формализма 
матрицы рассеяния было получено необходимое и 
достаточное условие в форме неравенства, при вы-
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полнении которого возможно за счет выбора толщи-
ны диэлектрического слоя между решеткой и зерка-
лом получить нуль интенсивности нулевого отражен-
ного порядка дифракции, т.е. направить всю энергию 
падающей волны в –1-й отраженный порядок. Удоб-
ство полученного неравенства с практической точки 
зрения заключается в том, что его левая и правая ча-
сти выражаются непосредственно через элементы 
матрицы рассеяния дифракционной решетки, которые 
могут быть рассчитаны с помощью стандартных чис-
ленных методов решения уравнений Максвелла в за-
дачах дифракции света на периодических дифракци-
онных структурах, например, метода фурье-мод. 
Также в работе была показана связь полученного не-
обходимого и достаточного условия с достаточными 
условиями, полученными в работе [19]. Результаты 
строгого численного моделирования структуры, со-
стоящей из бинарной дифракционной решетки, ди-
электрического слоя и многослойного брэгговского 
отражателя, полностью подтвердили полученные 
теоретические результаты. 

Полученные результаты будут полезны при расче-
те работающих в геометрии Литрова дифракционных 
решеток для различных оптических систем. Кроме 
того, по мнению авторов, полученные результаты мо-
гут быть распространены на случай интегральных 
дифракционных структур для волноводных мод и по-
верхностных электромагнитных волн [22 – 26], что 
будет являться предметом дальнейших исследований. 
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On the condition of total backward reflection for a diffraction grating 
on a mirror operating in Littrow mounting 
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Abstract 

Optical properties of a structure consisting of a diffraction grating operating in the Littrow ge-
ometry, a plane-parallel dielectric layer, and a mirror that completely reflects the incident radiation 
are considered. A condition is obtained that is imposed on the scattering matrix elements of a dif-
fraction grating, under which, by choosing the thickness of the dielectric layer, it is possible to ob-
tain total backward reflection, i.e., to direct all the energy of the incident wave to the –1st reflected 
diffraction order. The results of numerical simulations within the framework of the electromagnet-
ic theory of diffraction completely confirm the obtained theoretical results. 

Keywords: diffraction grating, Littrow mounting, Bragg mirror, –1st diffraction order, Fourier 
modal method. 
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