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Аннотация 

В данном исследовании была рассмотрена спиральность пучков Пуанкаре с точки зре-
ния формализма Ричардса–Вольфа. Было показано, что спиральность для пучков Пуанкаре 
всегда обладает радиальной симметрией и не зависит от азимутального угла пучка. Абсо-
лютная величина спиральности максимальна, когда полярный угол пучка равен нулю или π 
(полюса на сфере Пуанкаре), и отсутствует, когда он равен π / 2 (экватор на сфере Пуанка-
ре). Ненулевые значения спиральности на оптической оси наблюдаются для порядков пучка 
0, 1 и 2. Если полярный угол пучка равен нулю, интенсивность пучков Пуанкаре 
с точностью до множителя совпадает со спиральностью.  
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Введение 

В настоящее время исследователями по всему 
миру активно исследуются пучки, поляризация в се-
чении которых не одинакова – поляризационно не-
однородные пучки. Пучки Пуанкаре [1, 2] относятся 
к поляризационно неоднородным пучкам с радиаль-
ной симметрией. При этом частными случаями пуч-
ков Пуанкаре являются как пучки с радиальной и 
азимутальной поляризациями [3], так и оптические 
вихри (моды Гаусса–Лагерра) с круговой поляриза-
цией [4, 5]. В работе [4] теоретически и численно 
рассмотрена фокусировка пучков Пуанкаре с помо-
щью формализма Ричардса–Вольфа. Было показано, 
что пучки Пуанкаре демонстрируют в фокусе ряд 
уникальных явлений, таких как наличие обратного 
потока энергии [6] и спин-орбитальная конверсия 
[7]. Для некоторых частных случаев пучков Пуанка-
ре в фокусе можно наблюдать поляризационные 
ленты Мёбиуса [8]. Производить пучки Пуанкаре 
можно интерферометрически [5], с помощью про-
странственного модулятора света [9, 10] или мета-
поверхностей [11]. 

Возможность более тонко манипулировать элек-
трической и магнитной составляющими в структури-
рованных пучках подстегнула исследования по взаи-
модействию таких пучков с веществом, в частности, 
исследования связи киральности вещества со спи-
ральностью света [12]. В работе [13] Д. Липкин впер-
вые вводит следующую величину: 
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где E и H – напряженности электрического и магнит-
ного полей, ε0 и μ0 – электрическая и магнитная по-
стоянные. Опираясь на уравнения Максвелла, он по-
казывает для нее закон сохранения, однако на тот 
момент не находит ей никакого практического при-
менения. Позднее в работе [14] данной величине (1) 
дается название «оптическая киральность» и демон-
стрируется, что она определяет энергию возбуждения 
малой киральной молекулы, освещаемой светом с 
ненулевой оптической киральностью. Для молекулы с 
поляризуемостью G = G' + iG" энергия возбуждения 
линейно зависит от C: 
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При этом для монохроматичного излучения с ча-
стотой ω выражение (1) преобразовывается к виду: 

 0 *Im ,
2

C


  E B  (3) 

где Im() – мнимая часть комплексной величины, * – 
знак комплексного сопряжения. 

Для разделения двух понятий – киральности ве-
щества и света, при описании величины (1) в ряде ра-
бот предлагается перейти к другому термину — спи-
ральность [12, 15, 16]. Нужно также отметить, что в 
некоторых работах [17] за спиральность ошибочно 
принимается знак топологического заряда [18]. 

Спиральность пучков Пуанкаре ранее была рас-
смотрена в работе [19], где было показано, что в не-
которых случаях спиральность наблюдается на опти-
ческой оси пучка. Позднее в комментарии [20] к ра-
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боте [19] были приведены доводы, что исследование 
[19] ошибочно и нефизично. 

В данном исследовании была рассмотрена спираль-
ность пучков Пуанкаре с точки зрения формализма 
Ричардса–Вольфа. Было показано, что спиральность для 
пучков Пуанкаре всегда обладает радиальной симмет-
рией и не зависит от азимутального угла пучка. Абсо-
лютная величина спиральности максимальна, когда по-
лярный угол пучка равен нулю или π (полюса на сфере 
Пуанкаре), и отсутствует, когда он равен π/2 (экватор 
на сфере Пуанкаре). Ненулевые значения спиральности 
на оптической оси наблюдаются для порядков пучка 0, 1 
и 2. Если полярный угол пучка равен нулю, интенсив-
ность пучков Пуанкаре с точностью до множителя сов-
падает со спиральностью. 

1. Теория 

Исследуемые пучки имеют вид [1,2]: 
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где a = cos(θ / 2)e-iψ/2, b = sin(θ / 2)eiψ/2, a2 + b2 = 1, θ и ψ – 
полярный и азимутальный углы, задающие положение

поляризации на обобщенной сфере Пуанкаре (рис. 1). 
Полюса сферы Пуанкаре (угол θ равен нулю или π) 
соответствуют оптическим вихрям с круговой поля-
ризацией, а экватор (плоскость XY) – цилиндриче-
ским векторным пучкам (пучкам с локально линей-
ной поляризацией). 
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Рис. 1. Сфера Пуанкаре 

В работе [4] с помощью формализма Ричардса–
Вольфа [21] были получены формулы для расчета 
всех компонент напряженности электрического 
и магнитного полей в фокусе пучка Пуанкаре: 
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f – фокусное расстояние, λ – длина волны фокусируемо-
го света, NA = sin θ0 – числовая апертура линзы, Jμ(x) – 
функция Бесселя порядка μ, x = kr sin θ, (r, φ, z) – цилин-
дрические координаты, T(θ) – функция аподизации лин-
зы. Будем далее рассматривать распределение компо-
нент электрического и магнитного полей в фокусе при 
z = 0, для этого случая интеграл (6) принимает веще-
ственные значения. Спиральность в фокусе будем вы-
числять по формуле (3), при этом в дальнейшем будем 
опускать множитель, стоящий перед мнимой частью в 
выражении (3), но будем учитывать знак. 

Подставив уравнения (5) в (3), получим следую-
щее выражение для спиральности пучков Пуанкаре 
в фокальной плоскости (z = 0): 

 2 2 2
0, 2, 2 1, 1cos 2n n nI I I      . (7) 

Из уравнения (7) видно, что, во-первых, спираль-
ность для пучков Пуанкаре всегда обладает радиаль-
ной (осевой) симметрией, она зависит от полярного 
угла θ, но не зависит от азимутального угла ψ пучка 
(4). Во-вторых, спиральность максимальна при θ = 0, 
такой пучок соответствует оптическому вихрю с то-
пологическим зарядом -n и правой круговой поляри-
зацией (x + iy), спиральность минимальна при θ = π. 
Минимальное и максимальное значение спирально-
сти соответствуют полюсам на сфере Пункаре 
(рис. 1). В-третьих, спиральность отсутствует при 
θ = π / 2 – экватор на сфере Пуанкаре (этому углу, 
в частности, соответствуют радиальная и азимуталь-
ная поляризации [3], а также неоднородная цилин-
дрическая поляризация высокого порядка [22]). Дан-
ный вывод подтверждается результатами работы [23]. 
В-четвертых, для порядков пучка n = 0, 1 и 2 будут 
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наблюдаться ненулевые значения спиральности на 
оптической оси (второй индекс в интеграле (6) соот-
ветствует порядку функции Бесселя в подынтеграль-
ном выражении). Нужно также отметить, что послед-
нее слагаемое в (7) соответствует слагаемому *

z zE H  в 
(3) и оказывает влияние на суммарную спиральность 
только в случае больших числовых апертур. Так как 
максимум функции Бесселя J1(x) смещен относитель-
но оптической оси, то влияние слагаемого 2

1, 12 nI   бу-
дет в уширении пятна спиральности в фокусе. 

В работе [4] было найдено выражение для расчета 
интенсивности пучков Пуанкаре, которое имело вид: 
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Из (8) следует, что в общем случае интенсивность 
обладает центральной симметрией, а при n = 1 или 
θ = 0 – еще и осевой симметрией. Из сравнения (7) и 
(8) видно, что при θ = 0 интенсивность пучков Пуан-
каре совпадает со спиральностью. 

2. Моделирование 

Ниже показаны результаты моделирования острой 
фокусировки пучка Пуанкаре (4) с длиной волны 
λ = 633 нм и плоским волновым фронтом апланатиче-
ским объективом (T(θ) = cos1/2θ) с числовой апертурой 
NA = 0,95. Для некоторых частных случаев пучка рас-
пределение спиральности приведено на рисунках ниже. 
В частности, на рис. 2 показан результат фокусировки 
пучка Пуанкаре с параметрами n = 0, ψ = 0, θ = 0 (север-
ный полюс на сфере Пуанкаре). В данном случае интен-
сивность совпадает со спиральностью. На рис. 3 показа-
но распределение интенсивности при фокусировке пуч-
ка с параметрами n = 0, ψ = 0, θ = π / 2 (точка экватора на 
сфере Пуанкаре), спиральность при таких параметрах 
отсутствует. На рис. 4 показан результат фокусировки 
пучка (4) для n = 0, ψ = π / 4, θ = π / 4. Интенсивность и 
спиральность при этих параметрах не совпадают. Пятно 
спиральности имеет радиально-симметричный вид, в то 
время как интенсивность имеет вид эллиптичного пятна – 
за эллиптичную форму и поворот пятна отвечает нали-
чие множителя cos(2(n – 1)φ + ψ) в формуле (8). При этом 
эллиптичность интенсивности становится заметной толь-
ко в условиях острой фокусировки света, поэтому рас-
хождения в формах спиральности и интенсивности также 
могут быть объяснены влиянием большой числовой 
апертуры. На рис. 5 показано влияние топологического 
заряда вихря пучка n на спиральность. Были рассмотрены 
порядки n = 1 и 3, полярный угол был равен нулю (т.е. 
спиральность совпадала с интенсивностью). 

Из рис. 4 и 5 видно, что спиральность имеет ненуле-
вые значения на оси, если порядок пучка n равен нулю 
или единице, и нулевая для порядка, равного трем. Дан-
ное моделирование также согласуется с уравнением (7). 
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Рис. 2. Интенсивность (совпадает со спиральностью) 
для пучка Пуанкаре (4) с параметрами n = 0, ψ = 0, θ = 0 
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Рис. 3. Интенсивность (спиральность отсутствует) 

для пучка Пуанкаре (4) с параметрами n = 0, ψ = 0, θ = π / 2 
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Рис. 4. Интенсивность (а) и спиральность (б) для пучка 
Пуанкаре (4) с параметрами n = 0, ψ = π / 4, θ = π / 4 
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Рис. 5. Спиральность для пучков Пуанкаре (4) 
с параметрами n = 1 (а) и n = 3 (б) (ψ = 0, θ = 0) 

Заключение 

В работе теоретически и численно с помощью 
формализма Ричардса–Вольфа была рассмотрена 
спиральность в остросфокусированных пучках Пуан-
каре. Было показано, что спиральность для пучков 
Пуанкаре всегда обладает радиальной симметрией. 
Спиральность максимальна при θ = 0 (северный по-
люс на сфере Пуанкаре), минимальна при θ = π (юж-
ный полюс на сфере Пуанкаре) и отсутствует при 
θ = π / 2 (экватор на сфере Пуанкаре). Ненулевые зна-
чения спиральности на оптической оси наблюдаются 
для порядков пучка n = 0, 1 и 2. При θ = 0 интенсив-
ность пучков Пуанкаре совпадает со спиральностью. 
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Helicity of Poincaré beams at the sharp focus 
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Abstract  

In this study, helicity of Poincaré beams was considered from the point of view of the Rich-
ards-Wolf formalism. It was shown that helicity for Poincaré beams always has radial symmetry 
and does not depend on the azimuthal angle of the beam. The absolute value of helicity was shown 
to be maximum when the polar angle of the beam was zero or π, being zero at the angle π/2. Non-
zero values of helicity on the optical axis were observed for beam orders of 0, 1, and 2. If the polar 
angle of the beam was zero, the intensity of Poincaré beams was revealed to coincide with the he-
licity up to a factor. 
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