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Аннотация 

В основе метода прямого измерения орбитальных параметров Стокса лежит аналогия 
со стандартным подходом к измерению поляризационных параметров Стокса структури-
рованных пучков. В качестве четвертьволновой пластинки выступает цилиндрическая 
линза, а действие поляризатора ассоциируется с действием матричного оператора момен-
тов интенсивности P второго порядка на картину интенсивности структурированного 
пучка, снятую перед цилиндрической линзой и в плоскости двойного фокуса. Использо-
вались физически измеряемые элементы симплектической 4D-матрицы P, а именно, эле-
менты 2D-субматрицы W. Процесс измерений предполагает только два снимка распреде-
ления интенсивности, компьютерная обработка которых позволяет вычислить шесть клю-
чевых компонент искомых параметров. Вычисление первых двух орбитальных парамет-
ров Стокса S1 и S2 предполагает компьютерную обработку первого снимка картины ин-
тенсивности перед цилиндрической линзой. Третий орбитальный параметр Стокса S3 вы-
числяется при компьютерной обработке второго снимка картины интенсивности в плос-
кости двойного фокуса как разность недиагональных элементов субматрицы W в направ-
лениях  =  / 4 и –  =  / 4. Основанием к такому выбору подхода к измерению параметра 
S3 является обнаруженный нами принцип взаимности между орбитальным угловым мо-
ментом исследуемого пучка и недиагональными элементами Wxy в плоскости двойного 
фокуса цилиндрической линзы. Полученные экспериментальные результаты хорошо со-
гласуются с компьютерным моделированием, а также с результатами других авторов. 

Ключевые слова: орбитальный угловой момент, орбитальная сфера Пуанкаре, струк-
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Введение 

За последние 30 лет особый интерес ученых сфо-
кусировался как на геометрических, так и на вектор-
ных свойствах пучков Эрмита–Гаусса (ЭГ), Лагерра–
Гаусса (ЛГ), Эрмита–Лагерра–Гаусса (ЭЛГ), на вих-
ревых пучках Айнса–Гаусса, а также на связи между 
ними [1 – 12]. В этой статье мы вглядимся в скрытую 
геометрию структурированных вихревых пучков, 
позволяющую измерять их основные характеристики. 
Предложенное Паджеттом и Кортиэлом [13] отобра-
жение состояний простейшего ЭЛГ-пучка на сферу 
Пуанкаре, выявляющее его скрытую геометрию, было 
подкреплено операторным представлением ван Энка 
[14] и интерпретировано в терминах орбитальных па-
раметров Стокса Алиевой и Бастианcом [15]. Деталь-
ные теоретические исследования отображений одно-
параметрических ЭЛГ-пучков высших порядков [9] 
на орбитальную сферу Пуанкаре показало, что вариа-
ция их управляющего параметра всегда отображается 
в виде единственной плоской траектории, очерченной 
вдоль главного меридиана сферы [3, 4]. Тем не менее 
Калво [16] удалось преодолеть это препятствие и 
превратить плоскую траекторию в пространственную 

кривую за счет изменения состояний ЭЛГ-пучка с 
помощью призмы Дове. Именно вращение призмы 
Дове, угол поворота которой следует рассматривать 
как второй управляющий параметр, обеспечивает 
движение вдоль экватора сферы. С другой стороны, 
пространственный характер траектории на сфере Пу-
анкаре непосредственно связан с управляемой гео-
метрической фазой [17], играющей роль дополни-
тельной степени свободы структурированного пучка. 
Недавно мы показали [18], что структурированный 
пучок Лагерра–Гаусса (сЛГ) [19] отображается в виде 
сложной пространственной траектории при плавной 
вариации управляющего параметра пучка. Однако все 
выше рассмотренные исследования скрытой геомет-
рии структурированных пучков носят исключительно 
теоретическую направленность, подкрепленную 
только компьютерным моделированием. Поэтому на 
первый план сейчас выдвигается проблема непосред-
ственного экспериментального измерения орбиталь-
ных параметров Стокса. 

Прежде всего, отметим, что наиболее надежным 
подходом к измерению всех параметров параксиальных 
лазерных пучков является метод моментов интенсивно-
сти второго порядка [20]. В общем случае из 16 элемен-
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тов симплектической 4D-матрицы моментов интенсив-
ности второго порядка P независимыми являются толь-
ко десять элементов [21], которые можно измерить, ис-
пользуя систему из цилиндрических и сферических 
линз. Число элементов задается симметрией пучка. 
Например, в ряде простых случаев структурно устойчи-
вые сЛГ-пучки имеют только четыре независимых па-
раметра за счет связи между экспериментально измеря-
емым Wxy элементом и орбитальным угловым моментом 
(OУМ) матрицы P [22]. В этой статье мы распространим 
метод матрицы моментов интенсивности P для струк-
турно устойчивых пучков и продемонстрируем новый 
подход в измерении орбитальных параметров Стокса на 
основе только двух снимков картины интенсивности 
перед цилиндрической линзой и в ее двойном фокусе. 
Проведенные измерения мы сравним с результатами 
измерений на основе других независимых подходов и 
компьютерного моделирования. 

1. Матрица моментов интенсивности второго 
порядка 

Чтобы обосновать наш экспериментальный под-
ход, определим сначала орбитальные параметры 
Стокса в терминах моментов интенсивности сим-
плектической матрицы P [22] 

t t

t t
00

t

1
( , )  

,

xx xy x x

xy yy y y

x y

x y

W d d
J

W W M M

W W M M

M M U U

M M U U

 

 

   

   

 
  

 
 
 

           
 


rr rp

P r p r p
pr pp

W M

M U

 (1) 

где радиус-вектор луча в пучке задается вектором 
r = (x  y)T, а касательная к лучу – вектором p = (px  py)T, 
T – знак транспонирования, W(r, p) – функция Вигне-
ра [23]. Непосредственно измеряются только элемен-
ты субматрицы W 

   2 2 ( )  ,
TT

xx xy yyW W W x xy y I d  r r  (2) 

где I(r) – распределение интенсивности в некоторой 
z - плоскости параксиального пучка. Субматрице W 
соответствует характеристический эллипс [18] 

2 2 2 det .yy xx xyW x W y W xy   W  (3) 

Если воспользоваться свойством симметрии вра-
щения вектора пучка в 4D фазовом пространстве [15] 
и ввести вектор (r – ip / 2) [22], приходим к эрмитовой 
2D-матрице 
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где орбитальные параметры Стокса записываются в 
виде 

 
0 1 0 1

2 3

/ 4,        / 4,

/ 4,              / 2.

xx yy

xy x y

S S W U S S W U

S W U S M M

 

  

     

   
 (5) 

Кроме того, совокупность параметров 
2 2 2 2

1 2 3S S S S    является инвариантом оптической 
системы первого порядка. 

С другой стороны, для наших дальнейших иссле-
дований потребуется и другой стандартный метод 
измерения поляризационных параметров Стокса и 
элементов симплектической эрмитовой матрицы ко-
герентности векторных пучков (см. формулы (10.8.4) 
и (10.8.63a) в [24]). Для определения поляризацион-
ных параметров Стокса используется поляризатор с 
наклоном угла оси пропускания  и поляризацион-
ный компенсатор, вводящий разность фаз  (для чет-
вертьволновой пластинки  =  / 2), и шесть измере-
ний интенсивности I(, ) по схеме 
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Предложенный нами метод измерений орбиталь-
ных параметров Стокса (5) базируется на аналогии с 
методом измерения поляризационных параметров 
Стокса (6) в рамках симплектической структуры по-
ляризационной матрицы когерентности и эрмитовой 
орбитальной матрицы (4) [25]. Следуя этой аналогии, 
рассмотрим оптическую систему, содержащую толь-
ко цилиндрическую линзу в плоскости z = 0. Первые 
два орбитальных параметра Стокса определим по-
средством измерения Wxx, Wyy и Wxy элементов суб-
матрицы W в плоскости z = 0 перед цилиндрической 
линзой, играющих роль поляризатора. В нашем ска-
лярном случае они записываются как 
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где J00 обозначает полную интенсивность пучка. 
Здесь аналогом интенсивности после поляризатора в 
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x- и y- направлениях являются квадраты радиусов пе-
ретяжки параксиального пучка вдоль x и y для S1 па-
раметра и квадраты радиусов перетяжки вдоль 
1 =  / 4 и 1 = –  / 4 направлений для S2 параметра. 
Очевидно, что такой подход измерения первых двух 
орбитальных параметров Стокса можно использовать 
как для устойчивых, так и для неустойчивых структу-
рированных пучков. Чтобы определить метод изме-
рения третьего орбитального параметра S3, рассмот-
рим в деталях преобразование структуры пучка после 
цилиндрической линзы. 

2. Теоретическое обоснование метода измерения 
орбитальных параметров Стокса 

В этом параграфе мы ограничимся рассмотрением 
только устойчивых структурированных пучков, т.е. 
таких структурированных пучков, моды которых 
имеют одинаковые исходные радиусы перетяжки 0 и 
одинаковые фазы Гуи. Как показано в работе [26], 
ОУМ устойчивого структурированного пучка зависит 
от произведения комплексных амплитуд *

1j jC C   со-
седних мод по формуле 

   
1

*
1 00

0

2 1 !( )!Im / ,
N

z j j
j

j N j C C J





    (9) 

где N = 2n +  для ЛГ-мод и N = n + m для ЭГ-мод. В 
качестве характерного примера рассмотрим преобра-
зование сЛГ-пучка с длиной Релея мод z0 на цилин-
дрической линзе с фокусным расстоянием f. Его ком-
плексная амплитуда записывается в виде [19] 
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 2mH x  – многочлен Эрмита,   и   – амплитуд-
ный и фазовый управляющие параметры сЛГ-пучка, 
явный вид амплитуд мод Cj можно найти в статьях 
[18, 19, 22] и сделана замена    , / , /x y x w x w , 

0/Z z z , 2
0 0 / 2z kw  – длина Релея. 

Заметим, что ЭГ-пучки являются собственными мо-
дами цилиндрической линзы [27]. Это свойство ради-
кально изменяет как картину интенсивности пучка, так 
и распределение фаз собственных мод. Структуриро-
ванный пучок становится неустойчивым при распро-
странении вдоль z-оси. Если главные оси линзы ориен-
тируются вдоль x- и y-осей, то компоненты ЭГ-мод 

   22 expN jH x x   и    22 expjH y y  приобре-
тают различным образом кривизну волнового фронта, 
радиусы пучка  xw Z ,  yw Z  и фазы Гуи Гx(Z) и Гy(Z) 
[28]. Расчет показывает [22], что элементы субматрицы 
W записываются в виде 
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где  22 21x xw Z Z    , 2 21yw Z  , 
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 arg 1x i Z   , 

  arg 1 1y x x
Z     , 

0 /x z f  , 

xy x y    . 

Особенности преобразования сЛГ-пучка, про-
шедшего цилиндрическую линзу, лучше всего 
наблюдать в комплексе преобразований спектра фаз и 
амплитуд пучка, преобразования его ОУМ и картины 
взаимной интенсивности Wxy для x- и y- направлений 
в сочетании с отображением состояний пучка на сфе-
ру Пуанкаре, представленной на рис. 1. Как видно из 
диаграммы, спектр мод амплитуд рис. 1а не изменя-
ется при распространении, т.е. перекрестная связь 
между x- и y-составляющими мод не происходит. Од-
нако резко изменяется спектр фаз (см. рис. 1б), по-
скольку собственные ЭГ-моды структурированного 
пучка имеют различную кривизну волнового фронта 
в x- и y-направлениях, а следовательно, приобретаю-
щие различные фазы Гуи Гx и Гy. Это сопровождается 
радикальными преобразованиями картины интенсив-
ности (рис. 1в), что сразу проявляется в быстром из-
менении ОУМ и моменте взаимной интенсивности 
Wxy(, Z) на рис. 1г, д. Мы видим, что формы зависи-
мостей z(, Z) и Wxy(, Z) переходят друг в друга: 
ОУМ z(, Z = 0) перед цилиндрической линзой пре-
образуется во взаимной интенсивности 4Wxy(, Z = 1) 
в ее двойном фокусе, в то время как учетверенная 
взаимная интенсивность перед цилиндрической лин-
зой превращается в ОУМ 4Wxy(, Z = 0)z(, Z = 1) в 
ее двойном фокусе. Такую взаимность преобразова-
ний легко понять, если сравнить зависимости z(, Z) 
и Wxy(, Z) в соотношениях (9) и (11). Они различают-
ся только операциями    *

1, Imz j jZ C C    и 
   *

1, Rexy j jW Z C C   . Но амплитуды ЭГ-мод в (14) 
зависят от разности фаз Гуи Гxy = Гx – Гy. В плоскости 
двойного фокуса Z = 2 f при условии z0 = 2 f разность 
фаз Гуи между соседними модами в x- и y-
направлениях равна Гxy = Гx – Гy = (j + 1) / 2 –
 j / 2 =  / 2 и не зависит от номера моды. Это значит, 
что имеет место преобразование 
z(, Z = 0)4Wxy(, Z = 2 f) в плоскости z0 = 2 f в вы-
ражениях (9) и (11). Такое взаимное дополнение 
ОУМ и момента взаимной интенсивности 4Wxy мы 
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назвали принципом взаимности. Именно принцип 
взаимности позволяет нам измерять третий орбиталь-
ный параметр Стокса, равный ОУМ, по формуле 
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 (15) 

На первый взгляд, принцип взаимности выглядит не-
сколько «парадоксально». Действительно, ОУМ зада-
ется мнимой частью произведения модовых амплитуд 

*
1j jC C   соседних мод в (9), но его можно вычислить 

по формуле (11), как действительная часть произве-
дения *

1j jC C  амплитуд. Но здесь не стоит забывать, 
что набег разности фаз Гуи в неоднородной волне по-
сле цилиндрической линзы вносит такие коррективы 
(см. например, работу [22] и ссылки в ней). Такая за-
мена мнимой и действительной части дает простое 
вращение траектории как единое целое состояний 
пучка на орбитальной сфере Пуанкаре. 

 
Рис. 1. Модель эволюции астигматического преобразования 

сЛГ-пучка с (n;  = 4; 1), z0 = 1 м и (;  = 1; 0,8) 
при прохождении через цилиндрическую линзу с фокусным 
расстоянием f = 0,5 м; (а) спектры квадрата модуля 

амплитуды и (б) фаз мод ЭГ, соответствующих всплеску 
ОУМ при z = 2 f; (в) эволюция распределения интенсивности 
сЛГ-пучка вдоль оси Z = z / z0; (г) преобразование ОУМ z() 
и (д) перекрёстного момента интенсивности 4Wxy сЛГ-
пучка вдоль оси Z; (е) преобразования пространственного 
отображения состояний сЛГ-пучка на сфере Пуанкаре 

вдоль оси Z 

Геометрическую интерпретацию принципа взаим-
ности иллюстрирует вращение отображения состоя-
ний пучка на орбитальной сфере Пуанкаре по мере 
его распространения после цилиндрической линзы до 
плоскости Z = 1 на рис. 1е. Если цилиндрическую 
линзу повернуть на  / 2, то вращение отображения на 
сфере происходит вокруг оси S2. В общем случае 
произвольного угла поворота линзы ось вращения 
будет лежать в плоскости S1S2. В обоих случаях цик-
лическое изменение фазового параметра  сопровож-
дается изменением ОУМ. Чтобы вызвать вращение 
отображения только вокруг оси S3 без изменения 

ОУМ, следует использовать вращение призмы Дове, 
помещенной перед цилиндрической линзой без изме-
нения направления ее осей. 

3. Эксперимент 

Основная задача этого параграфа заключается в 
разработке экспериментального метода прямых изме-
рений орбитальных параметров Стокса для отобра-
жения состояний устойчивых структурированных 
пучков на орбитальной сфере Пуанкаре. Простота 
экспериментального подхода опирается на использо-
вание только двух снимков картины интенсивности с 
их последующей компьютерной обработкой для вы-
числения параметров в выражениях (7), (8) и (15). 

Схема экспериментальной установки представле-
на на рис. 5 в нашей недавней статье [18], а методика 
дополнительных измерений спектра ЭГ-мод (ампли-
туд и фаз) также неоднократно обсуждалась в наших 
статьях [22, 29]. Поэтому основное внимание мы со-
средоточим именно на методе прямого измерения ор-
битальных параметров Стокса. Их измерения осу-
ществлялись в прямом оптическом плече экспери-
ментальной установки таким образом, чтобы фотоде-
тектор CMOS2 располагался в плоскости двойного 
фокуса цилиндрической линзы. Фокусное расстояние 
цилиндрической линзы f = 0,5 м и радиус перетяжки 
гауссова пучка w0 при формировании цифровой голо-
графической решетки на модуляторе SLM выбира-
лись таким образом, чтобы длина Релея была равна 
удвоенному фокусному расстоянию z0 = 2 f = 1 м. Для 
определения орбитальных параметров Стокса требу-
ется только два снимка картины интенсивности перед 
цилиндрической линзой (в фокусе сферической лин-
зы) и в плоскости ее двойного фокуса. Компьютерная 
обработка изображений в соответствии с формулами 
(2), (7), (8) и (15) позволяет вычислить искомые па-
раметры. Предварительная обработка этих снимков, а 
также коррекция точечных дефектов фоточувстви-
тельного элемента CMOS-камеры позволяет суще-
ственно уменьшить погрешность измерений. Также 
важно выполнить точное сопряжение апертуры (раз-
меров) пучка с размерами компьютерно-
синтезированной голограммы на SLM-модуляторе. 
Высокая воспроизводимость результатов экспери-
ментальных измерений была достигнута благодаря 
использованию SLM-модулятора типа Thorlabs 
EXULUS–4K1/M, который позволяет формировать 
пучки, содержащие до 150 мод благодаря высокому 
разрешению его ПЗС-матрицы. Для детектирования 
картин интенсивности мы использовали два металл-
оксид-полупроводниковых устройства CMOS1, 2 
(Michrome 20). Кроме того, высокая точность 
настройки плоскости регистрации пучка после ци-
линдрической линзы CL потребовала точных пере-
мещений сферической линзы S4, которая достигалась 
с помощью 6D оптических столиков с 3D-
перемещениями и 3D-вращениями (Thorlabs 
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“MAX603D”). Погрешность измерения спектра ЭГ-
мод |Ck|2 и разности фаз k во втором плече установки 
составляла около 5 – 6 %, в то время как измерение 
параметров Стокса сопровождалось ошибкой измере-
ний в первом плече установки, не превышающей 4 %, 
поскольку не требовалось измерение спектра мод. 
Для измерений было выбрано два семейства двухпа-
раметрических устойчивых структурированных пуч-
ков, а именно, сЛГ-пучки и биномиальные пучки.  

3.1. Структурированные сЛГ-пучки и их асимптотики 

Для измерений параметров сЛГ-пучков были вы-
браны две группы квантовых чисел 1) n = 4,  = 1 и 2) 
n = 6,  = 1 для амплитудных параметров  = 1 и  = 104. 
Вариация фазового -параметра в интервале 
 = (0, 2) с шагом  =  / 60 позволяла корректно 
отобразить траекторию состояний пучка на сфере с 
учетом поведения ее лепестков. Средняя квадратич-
ная ошибка измерений орбитального углового мо-
мента S3 = z вычислялась в соответствии с подходом, 
представленным в статье [30], и не превышала 5 % на 
рис. 2. Для сравнения проводились измерения спек-
тра ЭГ-мод во втором плече экспериментальной 
установки методом моментов интенсивности высших 
порядков [22, 29]. Ошибка этих измерений спектра 
мод достигала 7 %, что было существенно больше, 
чем ошибка измерений орбитальных параметров 
Стокса, что указывает на хорошее согласование с 
нашими прежними измерениями в статье [18]. 

Чтобы перейти к измерению асимптотических со-
стояний сЛГ-пучка, заметим, что комплексная ампли-
туда может быть записана в форме [31]: 
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При малом амплитудном параметре  ~ 1 вклад в 
орбитальные параметры Стокса дают оба члена соот-
ношения (16), что приводит к сложной многолепест-
ковой траектории на рис. 2а, б. При больших ампли-
тудных параметрах  >> 1 основной вклад дает второй 
член в (16), который соответствует гибридному ЭЛГ-
пучку [9], повернутому на – / 4. Как мы отмечали 
ранее, состояния однопараметрического ЭЛГ-пучка 
отображаются в виде плоской траектории вдоль ме-
ридиана на орбитальной сфере Пуанкаре. Как раз та-
кую форму траектории очерчивают эксперименталь-
ные точки на рис. 2в, г. 

3.2. Обобщенные биноминальные пучки 

В последнее время большой интерес вызвали би-
номиальные однопараметрические структурирован-
ные пучки, поскольку они могут переносить ЭГ-моды 

с большим OУM [26, 32]. Чтобы расширить область 
их возможных ОУМ-состояний, мы добавили еще 
один независимый параметр и переписали формулу 
(3) для комплексной амплитуды при z = 0 из статьи 
[32] в обобщенной форме 
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где (x, y)(x / w0, y / w0),  и , как и прежде, пред-
ставляют амплитудный и фазовый параметры соот-
ветственно. Выражение (17) совпадает с комплексной 
амплитудой (3) в [32] при  =  / 2. 

 
Рис. 2. Экспериментально полученные кривые 

отображения сЛГ-пучков на орбитальной сфере Пуанкаре; 
(а, в) (n,  = 4,1),  = 1; (б, г) (n,  = 6,1),  = 104. Каждая 

орбитальная сфера Пуанкаре сопровождена 
экспериментальными картинами интенсивности 

с соответствующими точкам на сфере. На фоне каждого 
распределения интенсивности серой пунктирной линией 
приведены экспериментальные ассоциированные эллипсы 

субматрицы W 

Такие двухпараметрические волновые конструк-
ции мы назвали обобщенными структурированными 
биномиальными пучками (сБи). Изменения парамет-
ров  и  существенно изменяют состояния сБи-пучка 
на рис. 3а, б, в частности, характеристические эллип-
сы на фоне картин интенсивности, испытывающие 
трансформации при изменении фазового -параметра, 
но при постоянно амплитудном -параметре. Анало-
гичные преобразования наблюдаются на рис. 3в, г 
при изменении -параметра, но постоянном -
параметре. Скрытая геометрия структурированных 
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сБи-пучков проявляется в новом свете при отображе-
нии их состояний на орбитальную сферу Пуанкаре на 
рис. 4а – в. Гармоническое изменение ОУМ S3 пара-
метра  при изменении -параметра, но постоянном -
параметре на рис. 4б отображается семейством про-
странственных эллипсоподобных траекторий вокруг 
оси S2 > 0 (при  > 0) на сфере Пуанкаре. Изменение 
знака -параметра ( < 0) сопровождается зеркальным 
отражением эллипсоподобных траекторий относи-
тельно плоской траектории для  = 0 в отрицательную 
область S2 < 0. Следует заметить, что плоская траек-
тория S2 = 0 вдоль главного меридиана с  = 1 на 
рис. 4б совпадает с траекторией с  = – 1, но имеет 
противоположное направление обхода. Несколько 
иной характер приобретают зависимости ОУМ 
S3() = z() на рис. 4а при постоянном -параметре, 
где наблюдаются резкие всплески S3 вблизи с изме-
нением знака при  = 0. Кстати, кривая на рис. 3в с 
 =  / 2 в области  > 0 совпадает с аналогичной кри-
вой на рис. 2 в работе [32]. Всего семейства состоя-
ний сБи-пучка при вариации -параметра, но посто-
янных -параметрах отображается в семейство плос-
ких траекторий вдоль меридианов с узлами с точках 
S2 = ± 1, которые могут быть получены вращением 
траектории с  = 0 вокруг оси S2. Экспериментальные 
точки вблизи траекторий на сфере на рис. 4б, в хоро-
шо согласуются как с нашими вычислениями, так и с 
компьютерным моделированием других авторов. 

 
Рис. 3. Картины распределения интенсивности сБи-пучка; 
(а, в) моделирование, (б, г) экспериментально полученные 
картины интенсивности;(а, б) N = 10,  = 1 при вариации 
параметра ; (в, г) N = 10,  =  / 2 при вариации параметра 
. На фоне распределения интенсивности отображены 
серой пунктирной линией ассоциированные эллипсы 

субматрицы W 

4. Обсуждение и выводы 

В основе метода прямого измерения орбитальных 
параметров Стокса лежит аналогия со стандартным 
подходом к измерению поляризационных параметров 

Стокса структурированных пучков. В качестве поля-
ризационных компонент светового пучка выбраны 
физически измеряемые элементы симплектической 
4D-матрицы моментов интенсивности второго поряд-
ка P, а именно, элементы 2D-субматрицы W. Процесс 
измерений предполагает только два снимка распреде-
ления интенсивности, компьютерная обработка кото-
рых позволяет вычислить шесть ключевых компонент 
искомых параметров. Вычисление первых двух орби-
тальных параметра Стокса S1 и S2 предполагает ком-
пьютерную обработку первого снимка картины ин-
тенсивности перед цилиндрической линзой. Так, па-
раметр S1 = Wxx – Wyy задается разностью квадратов 
радиусов перетяжек вдоль x- и y-направлений, а па-
раметр S2 = Wxy – Wyx определяется разностью квадра-
тов перетяжек вдоль направлений 1 =  / 4 и 2 = –
 / 4. Вычисление третьего параметра S3 осуществляет-
ся на основе второго снимка картины интенсивности в 
плоскости двойного фокуса линзы при условии равен-
ства z0 = 2 f между длиной Релея структурированного 
пучка и удвоенным фокусом цилиндрической линзы. 
Заметим, что третий орбитальный параметр Стокса ра-
вен ОУМ пучка на фотон. Такой выбор геометрии 
процесса измерений требует пояснений. 

 
Рис. 4. Отображение биномиального пучка 

на орбитальную сферу Пуанкаре с изменением параметров. 
(a) Зависимость ОУМ S3 от амплитудного параметра  , 
но разных фазовых параметров ; (б) отображение кривой 
сБи-пучка при циклическом изменении фазового параметра 
θ, но разных амплитудных параметрах ; (в) кривой сБи-
пучка с изменением амплитудного параметра, но разных 
фазовых параметров θ. Кружки на графике и сферах 

соответствуют экспериментальным точкам, сплошные 
кривые на сфере Пуанкаре – теория, N = 10 

Используя методы компьютерного моделирования 
и симплектических методов преобразования 4D 
ABCD-матрицы и 4D-матрицы моментов интенсив-
ности второго порядка, мы исследовали эволюцию 
орбитальных параметров Стокса структурированных 
пучков с последующим отображением эволюции на 
орбитальную сферу Пуанкаре. При этом мы сравни-
вали преобразование ОУМ z() и недиагонального 
элемента Wxy() при распространении от цилиндриче-
ской линзы до плоскости ее двойного фокуса. Было 
обнаружено, что зависимость ОУМ z(, Z = 0) от 
управляющего фазового -параметра преобразуется в 
зависимость 4Wxy(, Z = 2 f) и наоборот, зависимость 
4Wxy(, Z = 2 f) преобразовывается в зависимость 
z(, Z = 2 f). Отображение на орбитальной сфере Пу-
анкаре заключается в повороте траектории на  / 2 во-
круг оси S2 без изменения формы траектории. Такое 
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взаимное преобразование ОУМ и физически измеря-
емого элемента Wxy было названо принципом взаим-
ности. Таким образом, третий орбитальный параметр 
Стокса S3 вычисляется при компьютерной обработке 
второго снимка картины интенсивности в плоскости 
двойного фокуса как разность недиагональных эле-
ментов в направлениях 1 =  / 4 и 2 = –  / 4, т.е. 
S3(Z = 2 f) = Wxy(1 =  / 4) – Wxy(2 = –  / 4). 

Для экспериментальной проверки представленных 
теоретических положений мы измеряли орбитальные 
параметры Стокса для двух групп двухпараметриче-
ских параксиальных пучков: структурированных пуч-
ков Лагерра–Гаусса и структурированных биномиаль-
ных пучков, и сравнивали их с результатами компью-
терного моделирования и результатами других незави-
симых авторов. Было получено хорошее согласование 
между экспериментом и компьютерным моделирова-
нием, а также с результатами других авторов. 
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Abstract  

The method of direct measurement of the Stokes orbital parameters is based on the analogy 
with the standard approach to measuring the Stokes polarization parameters of structured beams. 
A cylindrical lens serves as a quarter-wave plate, and the action of the polarizer is associated 
with the action of the matrix operator of the moments of intensity P of the second order on the 
intensity pattern of the structured beam, taken in front of the cylindrical lens and in the double 
focus plane. Physically measurable elements of the symplectic 4D matrix P are used, namely, 
the elements of the 2D submatrix W. The measurement process involves only two snapshots of 
the intensity distribution, the computer processing of which allows calculating six key compo-
nents of the sought parameters. Calculation of the first two Stokes orbital parameters S1 and S2 
involves computer processing of the first snapshot of the intensity pattern in front of the cylin-
drical lens. The third Stokes orbital parameter S3 is calculated during computer processing of the 
second snapshot of the intensity pattern in the double focus plane as the difference between the 
off-diagonal elements of the submatrix W in the 1 =  / 4 and 1 = –  / 4 directions. The basis for 
such a choice of an approach to measuring the parameter S3 is the principle of reciprocity, dis-
covered by us, between the orbital angular momentum of the beam under study and the off-
diagonal elements Wxy in the plane of the double focus of the cylindrical lens. The experimental 
results obtained are in good agreement with computer modeling, as well as with the results of 
other authors. 

Keywords: orbital angular momentum, orbital Poincare sphere, structure light, second-order in-
tensity moments. 
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