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Аннотация 

Рассмотрены вихревые пучки, комплексная амплитуда которых выражается в виде 
произведения функции Гаусса и двух функций Бесселя со сложной корневой зависимо-
стью аргументов от цилиндрических координат и постоянного параметра, который опре-
деляет вид распределения интенсивности. Такие пучки можно назвать пучками Бесселя–
Бесселя–Гаусса. Найден явный вид комплексной амплитуды таких пучков на любом рас-
стоянии от перетяжки. Показано, что пучки Бесселя–Бесселя–Гаусса обладают аномально 
большой скоростью вращения: на расстоянии много меньшем длины Рэлея интенсивность 
поворачивается почти на 45 градусов. Показано также, что с помощью параметра можно 
управлять величиной топологического заряда пучка Бесселя–Бесселя–Гаусса: с увеличе-
нием положительного значения параметра топологический заряд пучка увеличивается 
скачками на четное число. Рассмотрены еще два других варианта пучков Бесселя–
Бесселя–Гаусса. 
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Введение 

Пучки Бесселя [1] и Бесселя–Гаусса [2] известны 
в оптике с 1987 года. По пучкам Бесселя имеются 
современные обзоры [3]. До сих пор внимание к ним 
не ослабевает из-за их широкого применения в зада-
чах наноструктурирования материалов [4 – 5], ма-
нипуляции микрочастицами [6 – 7], ускорения ато-
мов [8 – 9], микроскопии [10 – 11] и беспроводной 
оптической связи [12 – 13]. Среди множества пучков 
Бесселя известны различные модификации. В [14] 
рассмотрены пучки Бесселя–Гаусса с полуцелым 
номером и аргументом, зависящим квадратично от 
радиальной переменной. В [15] рассмотрен другой 
пучок Бесселя с полуцелым номером, квадратичным 
аргументом и конечной энергией, но без гауссовой 
огибающей. В [16] рассмотрены асимметричные 
пучки Бесселя–Гаусса, которые близки к рассматри-
ваемым здесь пучкам, но вместо двух «месяцев» их 
интенсивность имеет вид одного «месяца». В работе 
[17] пучки Бесселя–Гаусса детально сравниваются с 
пучками Лагерра-Гаусса. А в [18] рассматриваются 
обобщенные (или дуальные) пучки Лагерра–Гаусса. 
Двойные и квадратные пучки Бесселя–Гаусса рас-
смотрены в [19]. 

Помимо использования узкой кольцевой диафраг-
мы [1], что, конечно, очень неэффективно для осве-
щения, можно формировать пучки Бесселя с помо-
щью деформируемого зеркала, пространственного 
модулятора света, матрицы микрозеркал, бинарной 
маски [20], голограммы [21], с помощью аксикона и 
линзы (или второго аксикона) для формирования яр-
кого кольца [22 – 24] или с использованием торои-
дального резонатора [25]. 

В данной работе рассмотрено новое однопарамет-
рическое семейство пучков Бесселя–Бесселя–Гаусса 
(ББГ-пучки), которое описывается комплексной ам-
плитудой в виде произведения гауссовой функции и 
двух функций Бесселя n-го порядка с похожей зави-
симостью аргумента от цилиндрических координат. 
Показано, что топологический заряд такого пучка 
можно изменять, изменяя величину положительного 
параметра. Также показан аномально быстрый пово-
рот интенсивности пучка при распространении в 
ближней зоне дифракции. При прохождении от пере-
тяжки расстояния много меньше длины Рэлея интен-
сивность поворачивается почти на 45 градусов. Рас-
смотрены еще два аналогичных вихревых ББГ-пучка: 
с четырьмя локальными максимумами интенсивно-
сти, лежащими на декартовых осях координат, и с 
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одним максимумом интенсивности в виде полумеся-
ца, центр которого лежит на горизонтальной оси. 

1. Пучки Бесселя–Бесселя–Гаусса на основе пучков 
Бесселя–Гаусса 

Хорошо известны пучки Бесселя–Гаусса [2], ком-
плексная амплитуда которых описывается выражением: 
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где 2
0 0( ) 1 / , / 2q z iz z z kw    – длина Рэлея, 

k – волновое число света, w – радиус перетяжки гаус-
сова пучка, (r, φ, z) – цилиндрические координаты, z – 
оптическая ось, α – масштабный множитель, опреде-
ляющий ширину функции Бесселя Jn(x), n – целое 
число, топологический заряд оптического вихря. Ис-
пользуя ряд из функций Бесселя (раздел 5.7.8 в [26]): 
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можно записать комплексную амплитуду новых вих-
ревых лазерных пучков Бесселя–Бесселя–Гаусса 
(ББГ-пучки): 
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где с – параметр, который будем считать действи-
тельным и положительным. Но если бы параметр с 
был комплексным, c = |c| ei , то под корнем аргумент 
последнего слагаемого был бы равен 2(φ + θ). И кар-
тина интенсивности пучка (3) вместе с нулями интен-
сивности была бы просто повернутой на угол –θ. Из 
(3) видно, что комплексная амплитуда ББГ-пучков 
записана для любого z в явном виде. Устремляя z к 
бесконечности, из (3) можно получить комплексную 
амплитуду ББГ-пучков в дальнем поле. Из (3) также 
видно, что ББГ-пучки не обладают круговой симмет-
рией, но обладают осевой симметрией, так как замена 
азимутального угла φ на угол φ + π не приведет к из-
менению амплитуды (3). Если в ряду (3) положить 
φ = πp, p = 0,1,2…, то коэффициенты под знаком сум-
мы для разных номеров l будут положительные, то

есть все БГ-пучки в ряду будут складываться в фазе и 
интенсивность на горизонтальной оси должна быть 
большой. А на вертикальной оси (при φ = π / 2 + πp) 
коэффициенты ряда (3) будут менять знаки, и поэто-
му соседние пучки БГ будут складываться в проти-
вофазе и интенсивность на вертикальной оси будет 
меньше, чем на горизонтальной. Устремляя радиаль-
ную координату к нулю (r0) и воспользовавшись 
только первым членом разложения в ряд функций 
Бесселя при малом аргументе, 
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вместо (3) получим амплитуду ББГ-пучка вблизи ну-
ля интенсивности на оптической оси: 
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Из (5) видно, что вблизи нуля на оптической оси 
амплитуда пучка (3) описывает оптический вихрь с 
топологическим зарядом n. Также из (5) видно, что 
угол поворота интенсивности при распространении 
пучка увеличивается против часовой стрелки про-
порционально фазе Гоу: φ = ψ. Если в (3) устремить 
к нулю радиальную координату (r0) внутри ряда, 
то в ряду останется самое большое слагаемое, а 
именно, первое слагаемое, и, вместо (3), можно за-
писать: 
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Выражение (6) верно при малом параметре c. Из (6) 
видно, что вблизи центрального нуля интенсивности 
ББГ-пучок совпадает с БГ-пучком (1), если положить, 
что c = (n!)–1/n. Из (3) и особенно из (6) видно, что при 
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c = 0 амплитуда ББГ-пучка становится нулевой. Из (3) 
также видно, что в начальной плоскости, когда z = 0 и 
q(z) = 1 аргументы функций Бесселя будут действи-
тельными величинами при некоторых значениях ази-
мутального угла: φ = πp / 2, p = 0, 1, 2, … То есть на 
декартовых осях x и y аргументы у обеих функций 
Бесселя в (3) будут действительными и при некото-
рых значениях радиальной переменной r могут быть 
равны корням функций Бесселя Jn(n,p), p = 1, 2, 3, …. 
Приравняем аргументы функций Бесселя в начальной 
плоскости на декартовых осях действительным кор-
ням функций Бесселя, получим (φ = πp / 2): 

 2 2 2 2
,16 2 .n pr r r c        (7) 

В (7) знак минус под квадратным корнем имеет 
место на горизонтальной оси x, а знак плюс – на вер-
тикальной оси y. Знаки плюс и минус перед квадрат-
ным корнем в (7) относятся к разным функциям Бес-
селя в (3). В (7) на вертикальной оси y под корнем 
нужно выбрать знак плюс, тогда, чтобы левая сторона 
(7) была положительной, перед корнем нужно вы-
брать только плюс. Поэтому можно однозначно опре-
делить координаты нулей функций Бесселя на верти-
кальной декартовой оси: 
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Плюс и минус в (8) означают положительные и 
отрицательные координаты нулей интенсивности 
ББГ-пучка на вертикальной оси в начальной плоско-
сти. Из-за того, что под корнем в (7) на вертикальной 
оси будет знак плюс, второе слагаемое (7) будет 
больше, чем первое, то есть под внешним корнем 
первой функции Бесселя в (3) на вертикальной оси 
будет отрицательное число и аргумент будет чисто 
мнимым: 
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Знаки плюс и минус перед корнем в (9) показыва-
ют неоднозначность корня квадратного от минус 
единицы. Знак нужно выбирать так, чтобы решение 
было непрерывным. Если номер функции Бесселя 
четный, то неоднозначности нет, так как оба знака в 
(9) приводят к одному результату: 
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где In(x) – модифицированная функция Бесселя. 
На горизонтальной оси x в (7) следует выбрать под 

корнем знак минус. Тогда для неотрицательности 
подкоренного выражения нужно, чтобы выполнялось 
неравенство: 

4 .r c   (10) 

Если постоянная асимметрии с большая, 4c>>α, то 
неравенство показывает, что на горизонтальной оси 
нули функции Бесселя (нули интенсивности) будут 
появляться дальше от центра, чем нули на вертикаль-
ной оси. Также из (10) следует, что нули интенсивно-
сти на горизонтальной оси будут расположены даль-
ше максимального значения интенсивности, то есть 
радиусы двух максимумов интенсивности будут ли-
нейно расти с ростом постоянной с и будут примерно 
равны: max 4 /r c   . Координаты нулей интенсивно-
сти на горизонтальной оси равны: 
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Выражение (11) верно при условии (10) и при сле-
дующем условии, обеспечивающем положительность 
подкоренного выражения в (11): 

, 2 .n p c   (12) 

Заметим, что нули интенсивности (локальные оп-
тические вихри), которые лежат на декартовых осях, 
имеют чередующиеся знаки (топологический заряд 
равен +1 или – 1) так, что соседние оптические вихри 
компенсируют друг друга. Это относится ко всем ну-
лям, кроме центрального вырожденного нуля, топо-
логический заряд которого равен n. Топологический 
заряд (ТЗ) ББГ-пучков увеличивается с ростом пара-
метра асимметрии c > 0. Если первый член ряда в (3) 
наибольший из всех, то ТЗ пучка (3) равен n. Это бу-
дет иметь место, если параметр асимметрии неболь-
шой и удовлетворяет примерно неравенству: с < n. 
Если параметр c увеличивается, то ТЗ ряда (3) будет 
равен ТЗ второго слагаемого, то есть будет равен 
n + 2. При дальнейшем увеличении постоянной с уже 
третье слагаемое в ряде (3) может стать по амплитуде 
(при малом r) больше остальных, и тогда ТЗ суперпо-
зиции всех БГ-пучков, входящих в ряд, будет равен 
n + 4 и т.д. Устремляя значение постоянной к беско-
нечности, ТЗ ряда (3), а значит, и ББГ-пучков, также 
будет стремиться к бесконечности. При распростра-
нении пучка (3) в свободном пространстве нули ин-
тенсивности разных знаков на декартовых осях про-
падают (аннигилируют) и остаются только оптиче-
ские вихри вблизи начала координат. 

2. Пучки Бесселя–Бесселя–Гаусса на основе пучков 
Бесселя–Гаусса с квадратичным аргументом 

В работе [14] найдено решение параксиального 
уравнения Гельмгольца: 

2 2

2 2
2 ( , , ) 0ik E x y z

x y z

   
      

 (13) 

в виде произведения функции Гаусса на функцию 
Бесселя с полуцелым номером и аргументом в квад-
рате (БГ2-пучки) [14]: 



https://www.computeroptics.ru journal@computeroptics.ru 

726 Computer Optics, 2025, Vol. 49(5)   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1635 

 2 4 2 2 2

2 /22 2
0

11
( , , ) exp .bg n

i w zr r r
E r z in J

z w q q w q q q qq q       

    
          

 (14) 

На основе пучков (14) и ряда (2) можно построить пучки Бесселя–Бесселя–Гаусса-2 (ББГ2-пучки) с полуце-
лым номером и сложной зависимостью аргументов: 
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 (15) 

где 2
0 01q w z z iz z    , β – действительная посто-

янная величина, определяющая масштаб функции 
Бесселя. Семейство пучков (15), зависящих от пара-
метра c, который мы рассматриваем как действитель-
ное число, имеет конечную энергию из-за наличия 
гауссовой экспоненты. При c = 0 пучок (15) становит-
ся нулевым при n, отличном от нуля, или равен пучку 
Бесселя–Гаусса–2 (14) нулевого порядка с квадратич-
ным аргументом при n = 0. Аналогично (6) вблизи оп-
тической оси (при малом r) пучок (15) становится 
равным порождающему пучку (14). Из анализа ряда в 
(15) видно, что при углах 2φ = πp, p = 0, 1, 2…, коэф-
фициенты под знаком суммы для разных номеров l 
будут положительные, то есть все ББГ2-пучки в ряду 
(15) будут складываться в фазе и интенсивность на 
декартовых координатах должна быть большой. А 
при условии 2φ = π / 2 + πp коэффициенты ряда (15) 
будут менять знаки и поэтому соседние пучки ББГ2 
будут складываться в противофазе, и интенсивность 
на диагоналях четырех квадрантов будет меньше, чем 
интенсивность на декартовых осях. То есть можно 
предположить, что ББГ2-пучки будут иметь четыре 
локальных максимума (четыре лепестка интенсивно-
сти) на декартовых осях на некотором расстоянии от 
оптической оси. Аналогично (7) приравняем аргумент 
функций Бесселя в (15) корням Бесселя с полуцелым 
номером в начальной плоскости (z = 0) на 8 лучах при 
углах φ = πp / 4, p = 0, 1, 2,…: 

 2 2 2 4 2 2
/ 2,16 2 .n pr r r c        (16) 

При углах φ = πp / 4, p = 1, 3, 5…, знак под корнем 
будет положительный, и тогда координаты нулей 
функции Бесселя будут находиться в точках на 4 диа-
гоналях с координатами: 
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2 2
/2,

.
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n p
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n p

r
c


 
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 (17) 

При четных р на лучах φ = πp / 4, p = 0, 2, 4…, знак 
под корнем в (16) будет отрицательный и корень бу-

дет действительной величиной при условии, анало-
гичном (10): 

2 .
c

r 


 (18) 

В (18) нужно потребовать, чтобы параметр с был 
больше нуля. Координаты корней функций Бесселя в 
(15) следует искать при условии (18) на декартовых 
осях из следующего уравнения: 
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Чтобы выражение (19) было действительным, сле-
дует потребовать выполнения условия, аналогичного 
(12): / 2, 2n p c  . Эти корни функций Бесселя в (15), 
лежащие на декартовых осях и диагоналях (на 8 лу-
чах), являются центрами оптических вихрей первого 
порядка с чередующимися знаками + 1 и – 1. Поэтому 
эти вихри не изменяют топологический заряд пучка 
(15), который равен топологическому заряду цен-
трального оптического вихря n. При распространении 
в свободном пространстве аргументы функций Бессе-
ля в (15) становятся комплексными, поэтому все не-
центральные оптические вихри компенсируют друг 
друга и пропадают. В сечении пучка (15) при z > 0 
остается только центральный оптический вихрь. 

3. Пучки Бесселя–Бесселя–Гаусса второго типа 

В справочнике [27] можно найти другой ряд, по-
хожий на ряд из функций Бесселя (2): 
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 (20) 

где (a)k = a(a + 1)(a + 2)…(a + k – 1) – символ Пох-
гаммера. 

На основе ряда (20) и БГ-пучка (1) можно полу-
чить ББГ-пучки второго типа (2ББГ-пучки): 
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При c = 0 2ББГ-пучки равны нулю, при n, отличном 
от нуля, и равны БГ-пучку нулевого порядка, если 
n = 0. Из (21) видно, что только на горизонтальной оси 
x значения ряда будут действительными в начальной 
плоскости. При этом на положительной части горизон-
тальной оси (φ = 2πp, p = 0, 1, 2…) все слагаемые ряда 
будут складываться «в фазе», и поэтому величина ин-
тенсивности будет большая. А на отрицательной части 
оси x (φ = πp, p = 1, 3, 5…) соседние слагаемые будут 
складываться в «противофазе», и поэтому интенсив-
ность будет меньше, чем на положительной части оси 
x. То есть распределение интенсивности в начальной 
плоскости будет иметь один максимум при x > 0. При-
равняем аргументы функций Бесселя в (21) корням γn,p 
в начальной плоcкости (z = 0) на отрицательной части 
горизонтальной оси x < 0, получим координаты нулей 
интенсивности: 
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На положительной части горизонтальной оси x > 0 
координаты нулей интенсивности можно найти толь-
ко при условии, аналогичном (10): 

2 .r c   (23) 

При условии (23) координаты нулей интенсивно-
сти будут равны: 
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Из сравнения (22) и (24) видно, что при увеличении 
параметра асимметрии с нули интенсивности при x < 0 
будут приближаться к центру, а при x > 0 – удаляться от 
центра. В центре на оптической оси будет находиться 
нуль интенсивности, который является центром оптиче-
ского вихря с топологическим зарядом n. Нули интен-
сивности (22) и (24), лежащие на горизонтальной оси, 
являются центрами оптических вихрей с топологиче-
скими зарядами +1 и – 1. При распространении пучка 
эти периферийные оптические вихри «аннигилируют», 
так как аргумент функций Бесселя в (21) становится 
комплексным. У функции Бесселя имеются только дей-
ствительные корни, комплексных корней нет. 

4. Моделирование распространения ББГ-пучков 

На рис. 1 показаны распределения интенсивности 
и фазы ББГ-пучка, рассчитанные по формуле (3) для 
следующих параметров: длина волны λ = 532 нм, ра-
диус перетяжки w0 = 1 мм, порядок n = 4, масштаби-

рующий множитель пучков БГ α = k / 1000, параметр 
асимметрии c = 5. Разные интенсивности и фазы пока-
заны на следующих расстояниях от перетяжки: z = 0, 
0,15z0, 0,25z0, 0,5z0, z0, 1,5z0. Из рис. 1 видно, что по-
сле прохождения расстояния много меньше длины 
Рэлея ББГ-пучок повернулся против часовой стрелки 
почти на 45 градусов. При прохождении расстояния, 
равного длине Рэлея, ББГ-пучок (3) повернулся почти 
на 90 градусов, и при дальнейшем распространении 
медленно доворачивался до 90 градусов. Обычно 
вихревые пучки с распределением интенсивности без 
радиальной симметрии поворачиваются на 
45 градусов после прохождения расстояния, равного 
длине Рэлея [28, 29]. Дело в том, что у пучка Бессе-
ля (3) дальняя зона наступает при меньших расстоя-
ниях, чем длина Рэлея.  Радиус гауссова пучка можно 
рассматривать как диафрагму, ограничивающую пу-
чок Бесселя, и поэтому после расстояния wk / α = 1000 
w = 1 м, для пучка Бесселя уже наступает дальнее по-
ле, хотя длина Рэлея равна примерно z0 = 6 м. 

На рис. 2 показаны распределения интенсивности 
и фазы ББГ-пучков (3) при следующих параметрах: 
длина волны λ = 532 нм, радиус перетяжки w0 = 1 мм, 
топологический заряд n = 4, масштабирующий мно-
житель α = k / 1000, параметр асимметрии c = 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, расстояние распространения z = z0. Полураз-
мер расчётной области R = 10 мм. 

Из рис. 2 видно, что с увеличением постоянной c 
растет значение топологического заряда ББГ-пучка. 
Так, при с от 1 до 3 ТЗ равен n = 4, при с, равном 4 и 
5, ТЗ равен n + 2 = 6, при с, равном 6 и 7, ТЗ равен 
n + 4 = 8, и при с, равном 8, ТЗ равен n + 6 = 10. То есть 
мы показали, что с помощью изменения параметра c 
можно управлять топологическим зарядом ББГ-
пучков (3), изменяя его на четное число. Кроме того, 
из рис. 2 видно, что в начальной плоскости расстоя-
ние между двумя максимумами интенсивности на го-
ризонтальной оси увеличивается пропорционально 
постоянной c, как и предсказывает теория (23). Рас-
стояние от центра до одного из полумесяцев в первом 
столбце на рис. 2 можно оценить, зная первые корни 
первых функций Бесселя, входящих в (3). Например, 
при c = 1 основной вклад в ряд (3) вносит первый 
член, пропорциональный функции Бесселя 4-го по-
рядка. Первый корень функции Бесселя 4-го порядка 
7,3. Тогда, приравнивая аргумент первой в ряду 
функции Бесселя в (3) в начальной плоскости αr по-
ловине значения первого корня, получим примерное 
расстояния до полумесяца – 310 мкм (точное рассто-
яние равно 440 мкм). При больших c надо брать пер-
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вые корни функций Бесселя более высокого порядка. 
Точные расстояния до полумесяца в начальной плос-
кости на рис. 2 (первый столбец) при разных c такие: 
479 мкм (с = 2), 537 мкм (с = 3), 655 мкм (с = 4), 
772 мкм (с = 5). Радиус неоднородного кольца интен-

сивности на рис. 2в увеличился по сравнению с ради-
усом интенсивности в перетяжке (рис. 2а) примерно в 
10 раз. Размер радиуса этого кольца можно оценить 
по формуле z0 α / k = z0 / 1000 = 6,2 мм. Это согласуется 
с рис. 2в (радиус кольца – 5,8 мм). 

 
Рис. 1. Распределения интенсивности (строка 1) и фазы (строка 2) ББГ-пучков, рассчитанные по формуле (3) на разных 
расстояниях от перетяжки: z = 0, 0,15z0, 0,25z0, 0,5z0, z0, 1,5z0. Полуразмер расчётной области R = 10 мм при z = 1,5z0 

и z = 2z0 R = 20 мм. Шкала показывает 1 мм (а – в, д – е) и 10 мм (г) 

 
Рис. 2. Распределение интенсивности (строки 1 и 3 ) и фазы (строки 2 и 4) ББГ-пучка (3) в начальной плоскости (строки 1 

и 2) и на расстоянии Рэлея (строки 3 и 4) при разных параметрах с: 1 (столбец а), 2 (столбец б), 3 (столбец в), 
4 (столбец г), 5 (столбец д), 6 (столбец е), 7 (столбец ж) и 8 (столбец з). Полуразмер расчётной области R = 10 мм. Шкала 

показывает 1 мм 

5. Моделирование распространения ББГ2-пучков 

Параметры моделирования пучков (15): радиус 
перетяжки гауссова пучка w0 = 1 мм, топологический 
заряд n = 4, длина волны λ = 532 нм, масштабный па-
раметр функции Бесселя 6 2

010 k  , параметр асим-
метрии изменялся: c = 1; 1,5; 2. Так как пучки (15) 
сильно расходятся, то интенсивность рассчитыва-
лась на малом расстоянии от начальной плоскости, 
на десятой части длины Рэлея z = z0

 / 10. Половина 
размера кадра равна R = 5 мм. Полуразмер в началь-
ной плоскости равен R = 1 мм. На рис. 3 – 5 показа-
ны интенсивность пучка в начальной плоскости (ра-
диус начального пучка примерно 0,25 мм) (а) и два 

распределения интенсивности на расстоянии 
z = z0

 / 10, рассчитанные разными способами: с по-
мощью интегрального преобразования Френеля (б) и 
с помощью ряда (15) из функций Бесселя с квадра-
тичным аргументом (в). Рис. 3 – 5 отличаются выбо-
ром разных параметров асимметрии с: 1 (рис. 3), 1,5 
(рис. 4), 2 (рис. 5). На рис. 3 – 5 видно, что уже на 
десятой части расстояния Рэлея пучок увеличивает-
ся в диаметре примерно в 10 раз. То есть пучок (19) 
хотя и параксиальный, так как имеет гауссову оги-
бающую, но расходится гораздо сильнее, чем оги-
бающий гауссов пучок. 

Расстояния между максимумами (по горизонтали) 
в начальной плоскости равны 303 мкм (рис. 3a), 



Вихревые лазерные пучки, комплексная амплитуда которых пропорциональна произведению двух функций Бесселя Котляр В.В. и др. 

Компьютерная оптика, 2025, том 49, №5   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1635 729 

322 мкм (рис. 4а), 342 мкм (рис. 5а). На расстоянии 
z0

 / 10 между максимумами оказались равны 4221 мкм 
(рис. 3б, в), 4396 мкм (рис. 4б, в), 4669 мкм (рис. 5б, 
в). Таким образом, за такое небольшое расстояние 
распространения ширина пучка увеличилась в 13,9 
(c = 1), 13,6 (c = 1,5), 13,7 (c = 2) раз. 

 
Рис. 3. Интенсивность в начальной плоскости (a), 

полученная через произведение функций Бесселя, а также 
интенсивности (б, в) на расстоянии z = z0 / 10, полученные 

через преобразование Френеля (б) и через ряд (15) 
квадратичных пучков Бесселя–Гаусса (в), при c = 1. Шкала 

показывает 1 мм 

 
Рис. 4. Интенсивность в начальной плоскости (a), 

полученная через произведение функций Бесселя, а также 
интенсивности (б, в) на расстоянии z = z0 / 10, полученные 

через преобразование Френеля (б) и через ряд (19) 
квадратичных пучков Бесселя–Гаусса (в), при c = 1,5. 

Шкала показывает 1 мм 

 
Рис. 5. Интенсивность в начальной плоскости (a), 

полученная через произведение функций Бесселя, а также 
интенсивности (б, в) на расстоянии z = z0 / 10, полученные 

через преобразование Френеля (б) и через ряд (19) 
квадратичных пучков Бесселя–Гаусса (в), при c = 2. Шкала 

показывает 1 мм 

На рис. 6 показаны распределения фаз в началь-
ной плоскости для пучков на рис. 3 – 5. На рис. 6а 
показана фаза для пучка с c = 1 (рис. 3а), на рис. 6б 
показана фаза для пучка с c = 1,5 (рис. 4а) и на рис. 6в 
показана фаза для пучка с c = 2 (рис. 5а). Из рис. 6 
видно, что, как и предсказывает теория на декартовых 
осях, корни (нули интенсивности) будут с ростом па-
раметра c удаляться от центра (19), а корни, лежащие 
на диагоналях, будут приближаться к центру (17). 
При этом первое кольцо на рис. 6а имеет вид квадра-
та с выгнутыми наружу сторонами, а это же первое 
кольцо на рис. 6в имеет вид квадрата с вогнутыми 
внутрь сторонами (подушка). В центре пучка (на оп-
тической оси) находится оптический вихрь с тополо-
гическим зарядом n = 4. 

 
Рис. 6. Распределения фаз в начальной плоскости пучков, 
показанных на рис. 3а – 5а, у которых параметр с был 
равен: 1 (а); 1,5 (б); 2 (в). Шкала показывает 1 мм 

Из рис. 3 – 5 видно, что при распространении 
ББГ2-пучки не вращаются и слабо изменяют вид рас-
пределения интенсивности. Хотя структурно-
стабильными такие пучки назвать нельзя, так как в 
дальней зоне эти пучки будут иметь вид распределе-
ния интенсивности в виде концентрических световых 
колец. Это видно из ряда в (15). Так как все пучки 
Бесселя в ряде будут расходиться тем быстрее, чем 
больше их топологический заряд, при этом амплиту-
ды этих пучков (весовые коэффициенты ряда в (15)) 
будут убывать с ростом топологического заряда, то 
есть самое яркое кольцо в дальней зоне будет у пучка 
Бесселя с топологическим зарядом n, который описы-
вается первым слагаемым в ряде (15). На рис. 7 пока-
зана интенсивность ББГ2-пучка (15) на расстоянии 
половины длины Рэлея (z = z0 / 2) при c = 1. Видно, что 
уже на этом расстоянии пучок в виде сглаженного 
квадрата (рис. 3) превратился в кольцевой пучок, 
окруженный боковыми кольцами. 

 
Рис. 7. Интенсивность пучка (15) на расстоянии z = z0 / 2 
от перетяжки при c = 1. Размер кадра – 10×10 мм 

Оценим расходимость пучка (15). Пучок Бесселя–
Гаусса с квадратичным аргументом и топологиче-
ским зарядом n, который является первым членом ря-
да в (15), имеет начальный радиус, как и у обычных 
пучков Бесселя–Гаусса, 0 0 / 2r w n . Пучок Бессе-
ля–Гаусса с квадратичным аргументом βr2 распро-
страняется, как после сферической линзы с фокусным 
расстоянием f = k / (2β). То есть он расходится после 
прохождения фокуса, и на расстоянии z = z0 / 10 его 
радиус rz увеличится по сравнению с начальным ра-
диусом r0 в число раз, равное отношению (z0

 / 10–f ) / f. 
Таким образом, получим оценку величины расходи-
мости пучка (15), как отношение радиусов: 

2 2
0

7
0

( )
1 1 1 14.

10 10 10
zr z w kw

r f


        (25) 

Последнее значение немного больше, чем получе-
но при моделировании (13,6 – 13,9). 
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6. Моделирование распространения ББГ-пучков 
второго типа 

Параметры моделирования пучка (21): длина волны 
λ = 532 нм, радиус перетяжки w0 = 1 мм, топологиче-
ский заряд n = 4, масштабирующий множитель пучков 
ББГ-пучка α = k / 200, параметр асимметрии c = 1, рас-
стояния распространения z = 0, 0,1z0, 0,2z0. Полуразмер 
расчётной области R = 10 мм. На рис. 8 показаны рас-
пределения интенсивности на разных расстояниях от 
начальной плоскости. На рис. 8а показана увеличенная 
в 10 раз картина интенсивности пучка в начальной 
плоскости, а на рис. 8в, г показаны интенсивности это-
го пучка на расстояниях 0,1z0 (в), 0,2z0 (г). 

Из сравнения интенсивностей на рис. 8 видно, что 
при распространении пучок увеличился в размере, 
повернулся на 90 градусов и «потерял» боковые 
кольца. Для обычного пучка Бесселя известно, что 
интенсивность в дальнем поле имеет вид кольца без 
боковых лепестков. Для пучка Бесселя–Гаусса то же в 
дальнем поле формируется уширенное светлое коль-
цо. Если есть осевая суперпозиция пучков Бесселя–
Гаусса разного порядка, то все они в дальнем поле 
формируют одно кольцо с распределением интенсив-
ности вдоль этого кольца, которое зависит от весовых 
коэффициентов в сумме (21). Если в начальной плос-
кости данная суперпозиция имеет максимум с цен-
тром на горизонтальной оси, как на рис. 8а, то в 
дальнем поле центр максимальной интенсивности 
должен быть на вертикальной оси, как на рис.8б, в. То 
есть интенсивность должна повернуться на 
90 градусов. Это следует из того, что у каждой функ-
ции Бесселя в ряде (21) в дальнем поле в аргументе 
появится мнимая единица c минусом, так как аргу-
мент комплексной величины q(z) (фаза Гоу) равен 
π / 2. Поэтому для каждой функции Бесселя в дальнем 
поле получим:      2

n nJ ix i I x   , где In(x) – моди-
фицированная функция Бесселя. Тогда в сумме (21) 
вместо коэффициентов (cexp(i))l+n получим 
(cexp(i(– / ))l+n. То есть вид распределения интен-
сивности вдоль кольца в дальней зоне не изменится, 
если повернуть начальную картину на 90 градусов 
против часовой стрелки. Оценим расходимость пуч-
ка (21). Заметим, что дальняя зона для пучка Бессе-
ля–Гаусса наступает не так, как для гауссова пучка, 
при z > z0, а раньше, при z > z1

 = wk / α. Так как 
α = k / 200, то z1 = 200w = 200 мм. А расстояние Рэлея 
для случая на рис. 8 равно z0 = kw2 / 2 ~ 6000 мм. То 
есть уже на расстоянии 0,1z0 = 600 мм (рис. 8в, г) для 
пучков Бесселя (21) будет дальнее поле. Радиус 
кольца (полумесяца) R1 на рис. 8в можно оценить, 
исходя из выражения R1 ~ z tgθ, где θ – угол наклона 
конических лучей, формирующих пучки Бесселя в 
ряде (21). И так как tgθ ~ sinθ = α / k, то 
R1 = zα / k = (z0 / 10) / 200 = 3 мм. Точный расчет пока-
зал, что расстояние от оптической оси до центра по-
лумесяца на рис. 8в равно 2,874 мм. 

 
Рис. 8. Распределение интенсивности ББГ- пучка (21) 
при разных z: 0 (а), 0,1z0 (в), 0,2z0 (г) и фаза в начальной 

плоскости (б) . Шкала показывает 1 мм 

На рис. 9 показана интенсивность пучка ББГ второго 
типа (21) на расстоянии z = 0,04z0. Особенность этого 
распределения интенсивности в том, что на нем видны 
два типа пучков разного масштаба. В центре видно ма-
лое распределение интенсивности в виде полумесяца, 
центр которого лежит на горизонтальной оси, и неодно-
родное кольцо много большего диаметра, такой же по-
лумесяц, центр которого лежит на вертикальной оси. 
Наличие в одном пучке на рис. 9 двух пучков разного 
масштаба можно объяснить исходя из природы пучка 
Бесселя–Гаусса. Гауссов пучок, как мягкая диафрагма, 
ограничивает апертуру пучка Бесселя. Поэтому пучок 
Бесселя распространяется почти бездифракционно, со-
храняя свой начальный размер, примерно до расстояния 
z1 = wk / α. Этот бездифракционный пучок формируется с 
помощью конического волнового фронта, и на расстоя-
нии z = 0,04z0 = 240 мм к оптической оси будут прихо-
дить лучи от «края начальной апертуры» (с расстояния, 
равного радиусу перетяжки w). А те лучи, которые пе-
ресекли оптическую ось на более близком расстоянии, 
расходятся и формируют на расстоянии z = 0,04z0 другой 
тип пучка, а именно, пучок в дальнем поле (полумесяц 
без боковых лепестков и повернутый на 90 градусов, 
как на рис. 9). При дальнейшем распространении без-
дифракционная часть пучка пропадает и остается только 
часть пучка в дальнем поле, как на рис. 8в, г. Размер 
бездифракционной части пучка (21), равный размеру 
пучка в начальной плоскости (рис. 8а), можно оценить с 
помощью половины расстояния до первого нуля функ-
ции Бесселя 4-го порядка. Корень функции Бесселя 4-го 
порядка примерно равен 7,3, поэтому расстояние до по-
лумесяца на рис. 8а будет примерно равно 
r = 3,6 / α = 3,6×200 / k = 61 мкм. Точное расстояние равно 
88 мкм. 

Заключение 

Рассмотренные ББГ-пучки можно сформировать с 
помощью фазового модулятора света с использовани-
ем известных методов кодирования амплитудно-
фазовой функции (3) в только фазовую функцию. 
Аномально быстрый поворот интенсивности, состоя-
щей из двух лепестков, можно использовать для уве-
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личения продольного разрешения оптического мик-
роскопа, так как смещение источника света вдоль оп-
тической оси будет приводить к поперечному пово-
роту двух лепестков интенсивности. Чем выше ско-
рость поворота двух лепестков интенсивности, тем 
выше продольное разрешение оптического микро-
скопа. Пучок с двумя лепестками в виде двух «меся-
цев» можно использовать для оптического захвата 
биологических клеток по их краям и перемещать их, 
чтобы не повредить мощным излучением в центре 
гауссова пучка. Плавно меняя параметр c пучка, 
можно растягивать клетки, так как с увеличением па-
раметра с увеличивается не только ТЗ пучка, но и 
расстояние между двумя лепестками интенсивности. 

 
Рис. 9. Распределение интенсивности ББГ-пучка (21) 
на расстоянии z = 0,04z0. Размер кадра – 6×6 мм 
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Abstract  

The optical vortices with the complex amplitude which is presented by the product of the 
Gaussian function and two Bessel functions with a complex root dependence of the arguments on 
the cylindrical coordinates and a constant parameter that determines the type of intensity distribu-
tion. These beams can be named Bessel-Bessel-Gaussian beams (BBG beams). An explicit expres-
sion for the complex amplitude of such beams at any distance from the waist is presented. We 
have demonstrated that BBG beams have an anomalously high rotation speed: the intensity rotates 
by almost 45 degrees at a distance much smaller than the Rayleigh length. It is shown that the pa-
rameter allow to control the topological charge of the BBG beam. The topological charge increases 
in jumps by an even number with an increase in the positive value of the parameter. 
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