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Аннотация 

Предложен метод формирования световых кривых с высокой эффективностью с исполь-
зованием секторных обобщённых спиральных фазовых пластинок с немонотонной угловой 
зависимостью фазы. Предложенный метод базируется на кусочно-линейной аппроксимации 
производной фазовой функции и сегментировании обобщённой спиральной фазовой пла-
стинки. Представленные результаты демонстрируют возможность формирования световых 
кривых с достаточно произвольной геометрией, что расширяют спектр подходов эффектив-
ного формирования световых кривых с заданным распределением интенсивности. 
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Введение 

Стандартная спиральная фазовая пластина (СФП) [1 – 5] – это оптический элемент с комплексной функцией 
пропускания circ (r / R) exp (imφ), где (r, φ) – полярные координаты, R – радиус элемента, m – топологический заряд 
(ТЗ) [6, 7]. СФП позволяет формировать лазерные пучки со спиральным волновым фронтом из падающей плоской 
волны [8 – 11]. Такие пучки обладают уникальными свойствами и используются в различных приложениях, вклю-
чая оптический захват и манипуляции микрочастицами [12 – 14], повышение разрешения и преодоление дифрак-
ционного предела в микроскопии [15 – 17], кодирование и мультиплексирование оптических каналов передачи 
информации [18 – 20], обработку и структурирование материалов [21 – 23]. 

Успешное использование вихревых пучков стимулирует дополнительные исследования по модификациям и 
обобщениям СФП [24 – 28]. В 2014 г. была предложена нестандартная СФП [24], фазовое распределение которой 
описывается степенным законом 2πm (φ/2π)n, где n – произвольное положительное число. При освещении этого 
элемента в фокальной плоскости формируется кривая в виде одного витка спирали. В статье [26] рассмотрено 
действие обобщенной СФП (ОСПФ) с фазой, определяемой произвольной функцией g (φ), и дано теоретическое 
описание формы генерируемой кривой. Отметим, что в [26] периодичность по углу (имеющаяся в [24]) не явля-
ется необходимой. Более того, множество кривых невозможно получить при наличии такого ограничения. В [27] 
показано, как, сообщая падающему плоскому пучку амплитуду, зависящую от φ и определяемую g (φ), можно 
получить кривую с постоянной яркостью. В статье [28] рассмотрены условия формирования обратного потока 
энергии [29 – 33] с использованием как стандартных, так и обобщённых СФП. Интересно, что любая ОСФП, опи-
сываемая однозначной монотонной функцией g (φ), формирует световое поле в фокальной плоскости в виде од-
новитковой спирали [34]. Для получения других распределений необходимо разбиение ОСФП на отдельные сек-
тора или выполнение специальных преобразований, например, квантования фазовой функции [34]. 

В большинстве упомянутых работ решалась прямая задача: рассчитывалось действие заданной ОСФП. Об-
ратная задача расчёта фазовой функции ОСФП для формирования заданной кривой рассматривалась в [35]. При 
решении обратной задачи на функцию, описывающую кривую, были наложены такие условия, чтобы фаза была 
возрастающей: g'(φ) > 0. В данной работе мы рассматриваем влияние не монотонности угловой зависимости, т.е. 
смены знака производной фазы. В основном, мы ограничиваемся прямой задачей: приводим набор иллюстраций 
при различном положении точек смены знака. Но их визуальное наблюдение подсказывает возможность решения 
обратной задачи выделением отдельных ветвей кривой и сегментированием ОСПФ. 

1. Теоретическое описание формирования кривой при освещении ОСФП 

Чтобы было понятнее, почему знак производной оказывает такое существенное (как увидим ниже) влияние 
на форму световой кривой, опишем детально процесс формирования такой кривой. 
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Когда световое поле падает на ОСФП [26], то её сектор под фиксированным полярным углом φ создаёт в 
фокальной плоскости пятно под углом φ + 90 (подробнее см. п. 2) на следующем расстоянии от центра: 

𝑟 ൌ γ′ଵ,௠
௙

௞ோ௠௔௫
, (1) 

где k – волновое число, f – фокусное расстояние, 𝛾ଵ,௠
′  – первый нуль производной функции Бесселя Jm(). В этом 

случае «мгновенное» значение ТЗ равно mc
 = g' (φ). Пусть кривая, которую мы хотим получить в фокальной плос-

кости, описывается в полярной системе координат функцией r (φ). Эта функция должна быть однозначной функ-
цией угла и неотрицательной. Исходя из формулы (1), определения mc и того факта, что значение 𝛾ଵ,௠

′  увеличи-
вается приблизительно линейно с ростом m [39, выр. 9.5.16], можно записать уравнение, связывающее безраз-
мерный радиус  (φ) = r(φ) kR/f и фазовую функцию ОСФП g (φ): 

ρሺφሻ ൌ
ௗ௚ሺ஦ሻ

ௗ஦
. (2) 

Это простейшее дифференциальное уравнение первого порядка, всегда имеющее решение в квадратурах. 
Начальное условие выбирается из особенностей конкретной задачи. Кривая будет замкнутой, если выполняется 
равенство g' (2) = g' (0). Ниже приведены примеры разомкнутых и замкнутых кривых (иллюстрации в параграфе 
3). Их параметры (a, b) безразмерны, а линейный размер определяется по формуле (a,b)lin = (a,b)ꞏf /(kR). 

Пример 1. ρሺφሻ ൌ 𝑎ඥφ;  𝑎 ൐ 0  
Это уравнение одной из двух ветвей спирали Ферма. Очевидно, что будет образован только один виток, так 

как угол φ не превышает 2π. Из (2) получаем искомую фазу СФП: 

𝑔ሺφሻ ൌ
ଶ

ଷ
𝑎φଷ/ଶ.  (3) 

Пример 2.  () = a + b cos ; a > 0, b > 0, b ≤ a 
Это уравнение улитки Паскаля (при b = a сводится к уравнению кардиоиды). Отметим, что условие b > 0 не 

является необходимым, так как изменение знака приводит к отражению кривой относительно вертикали (мы 
ввели его, чтобы не писать знак модуля). Неравенство b ≤ a гарантирует неотрицательность  (), что означает, 
что видимый полярный радиус однозначен (нет петли). Из (2) получаем требуемую фазу ОСФП: 

𝑔ሺφሻ ൌ 𝑎φ ൅ 𝑏 𝑠𝑖𝑛φ. (4) 

Из равенства (2) и условий, наложенных на функцию r () непосредственно следует, что g () будет возрастающей; 
если r () в различных секторах задана отдельными выражениями, тогда g () будет кусочно-возрастающей. 

2. Влияние знака производной фазы на построение кривой  

В этом параграфе мы теоретически покажем, как смена знака производной фазы влияет на форму кривой. Для 
этого необходимо учесть свойство, которое не очень существенно при решении прямой задачи (и незаметно для 
классической СФП, формирующей окружность) – смещение положения сегмента спирали на один квадрант от-
носительно положения на пластине. При положительном заряде участок пластины в квадранте I образует уча-
сток спирали в квадранте II и т. д. (смещение +1 квадрант). А при отрицательном заряде участок пластины в 
квадранте I образует участок спирали в квадранте IV и т. д. (смещение –1 квадрант). Это хорошо видно на рис. 1, 
где на освещаемых стандартных СФП с разным знаком заряда закрыты непрозрачным экраном все квадранты, 
кроме одного. 

а)    б)    в)    
Рис. 1. Иллюстрация влияния смены знака градиента фазы в отдельном квадранте (слева – фаза, справа – интенсивность 

в фокальной плоскости): для полной СФП с зарядом +16 (а), для сегментированной СФП с зарядом +16 (б)  
и для сегментированной СФП с зарядом 16 (в) 

В результате, например, спирали, образованные при g () = 2 и g () = –2, получаются друг из друга цен-
трально-симметричным отображением. Если производная меняет знак в рассматриваемой области углов, то это 
приводит к существенным последствиям. 

Далее приводятся примеры, в которых сразу задана производная g' (φ) (а не сама фаза, получаемая интегриро-
ванием), чтобы более наглядно представить, как меняется форма кривой при изменении положения/количества 
смен знака производной. 
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3. Результаты численного моделирования  

Поле в фокальной плоскости рассчитывалось на основе численного интегрирования с помощью преобразова-
ния Фурье. Параметры расчёта: радиус входного поля R = 1 мм, длина волны – 532 нм, фокусное расстояние 
f = 300 мм. Результаты расчёта распределений в фокальной плоскости при освещении плоским пучком ОСФП с 
фазами из примеров 1 и 2 из § 1 показаны на рис. 2 и 3 соответственно. Размер выходного поля составляет 

0,5  0,5 мм. Теоретическая кривая на всех рисунках дана в исходном виде, без упомянутого выше смещения 
квадрантов. 

Как видно на рис. 2, параметр a определяет, в основном, масштаб формируемой кривой, как это и ожидалось 
из уравнения спирали. 

Для фазы (4) показаны случаи кардиоиды (b = a, рис. 3, верхняя строка), выпуклой кривой (a ≥ 2b, рис. 3, средняя 
строка), и кривой, теоретически имеющей петлю (b > a, рис. 3, нижняя строка). Видно, что для всех трёх случаев 
линия максимальной яркости на рисунках соответствует теоретической с учётом поворота на 90 °. Случай кривой, 
имеющей петлю (нижняя строка рис. 3), особенно интересен. На той части кривой, которая составляет петлю, r (φ) 
является отрицательным, тем не менее, кривая построилась такой, как и представлялась теоретически. Это озна-
чает, что неотрицательность r (φ) не является необходимым условием применения описанного способа. 

Далее приведены примеры функций g (φ), у которых производная меняет знак. Функции взяты так, чтобы 
обеспечить перемены знаков g' (φ) в нужных местах. Выражения можно умножать на константу целиком для мас-
штабирования всей кривой, или умножать на отдельном участке непрерывности производной для масштабиро-
вания соответствующего фрагмента. Кусочно-линейный вид g' (φ) (графики приведены на соответствующих ри-
сунках) взят из соображений простоты, хотя при этом кривые не будут произвольными, а состоящими только из 
отрезков спиралей  =  и окружностей. В выражениях для g (φ) не пишем константу интегрирования, поэтому 
g (φ) может и не быть непрерывной. 

Пример 3. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ 200 ቀ1 െ
ଵ

గ
φቁ ,  𝑔ሺφሻ ൌ 200 ቀφ െ

ଵ

ଶ஠
φଶቁ.  (5) 

Производная положительна к квадрантах I и II, и отрицательна в квадрантах III и IV. Формируемая кривая 
показана на рис. 4. 

 
Рис. 2. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП с фазой (3) при a = 4,5 (верхняя строка),  

a = 6,75 (средняя строка) и a = 9 (нижняя строка): вид кривой (а), фаза ОСФП (б),  
распределение интенсивности (негатив) (в) и фазы (г) в фокальной плоскости 

Благодаря симметричности производной относительно точки смены знака получилась симметричная кривая, если 
мы хотим получить несимметричную кривую, можно отмасштабировать два квадранта, как в следующем примере. 
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Рис. 3. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (4) при a = b = 180 (верхняя строка),  

a = 180, b = 60 (средняя строка) и a = 60, b = 180 (нижняя строка); остальное как на рис. 2 

Пример 4. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ ቐ
200 ቀ1 െ

ଵ

஠
φቁ ,  0 ൑ φ ൑ π

240 ቀ1 െ
ଵ

஠
φቁ ,  π ൑ φ ൑ 2π

,  (6) 

Знаки производной такие же, как в примере 3, но её величина в квадрантах III и IV отличается. Формируемая 
кривая показана на рис. 5.  

При переменном знаке производной возможно построение кривой, у которой одна ветвь целиком находится 
внутри другой. 

Пример 5. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧200 ቀ1 െ

ଶ

஠
φቁ ,  0 ൑ φ ൑ π/2

300 ቀ1 െ
ଶ

஠
φቁ ,  π/2 ൑ φ ൑ π

300 ቀെ3 ൅
ଶ

஠
φቁ ,  π ൑ φ ൑ 3π/2

200 ቀെ3 ൅
ଶ

஠
φቁ ,  3π/2 ൑ φ ൑ 2π

  (7) 

Производная положительна к квадрантах I и IV и отрицательна в квадрантах II и III. Формируемая кривая 
показана на рис. 6. 

Пример 6. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ ቐ
200 ቀ1 െ

ଶ

ଷ஠
φቁ ,  0 ൑ φ ൑ 3π/2

140 ቀ3 െ
ଶ

஠
φቁ ,  3π/2 ൑ φ ൑ 2π

,  (8) 

Производная положительна к квадрантах I, II и III и отрицательна в квадранте IV. Формируемая кривая пока-
зана на рис. 7.  

Пример 7. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧280 ቀെ1 ൅

ଶ

஠
φቁ ,  0 ൑ φ ൑ 3π/4

280 ቀ2 െ
ଶ

஠
φቁ ,  3π/4 ൑ φ ൑ π

280 ቀ1 െ
ଵ

஠
φቁ ,  π ൑ φ ൑ 2π

, (9) 
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Здесь, наоборот, производная отрицательна в трёх квадрантах I, III и IV, и положительна в квадранте II. Фор-
мируемая кривая показана на рис. 8.  

Кривые на рис. 6 и 8 структурно похожи, но из-за разных позиций смены знаков вторая ветвь лежит только 
в одном квадранте. Кроме того, на рис. 8 коэффициенты не подбирались так, чтобы добиться симметрии.  

 
Рис. 4. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (5): график производной фазы (a), вид кривой (б), 

фаза ОСФП (в), распределение интенсивности (г) и фазы (д) в фокальной плоскости 

 
Рис. 5. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (6): остальное как на рис. 4 

 
Рис. 6. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (7): остальное как на рис. 4 

 
Рис. 7. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (8): остальное как на рис. 4 

 
Рис. 8. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (9): остальное как на рис. 4 

В приведённых выше примерах смена знака производной проходила с переходом через нуль, то есть непре-
рывным образом, и переход между ветвями разного знака происходил в начале координат. Если перемена знака 
происходит скачком, то это меняет процесс построения и увеличивает разнообразие получаемых стилей кривой. 
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Очевидно, что при увеличении количества перемен знаков увеличится и число дуг (не ветвей; их всегда две: 
положительная и отрицательная) кривой. Это мы увидим в примере построения четырёхлистника (пример ниже).  

Пример 8. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
଼଴଴

஠
φ,  0 ൑ φ ൑ π/4

400 ቀ1 െ
ଶ

஠
φቁ ,  π/4 ൑ φ ൑ 3π/4

400 ቀെ2 ൅
ଶ

஠
φቁ ,  3π/4 ൑ φ ൑ 5π/4

400 ቀ3 െ
ଶ

஠
φቁ ,  5π/4 ൑ φ ൑ 7π/4

400 ቀെ4 ൅
ଶ

஠
φቁ ,  7π/4 ൑ φ ൑ 2π

,   (10) 

В примере 8 производная положительна в квадрантах I и III, и отрицательна в квадрантах II и IV. Иллюстрация 
для формулы (10) и формируемая кривая показана на рис. 9. 

В следующем примере 9 производная положительна к квадрантах I и III, и отрицательна в квадрантах II и IV. 
Знаки как в предыдущем примере, но при 270 градусах происходит скачок (см. иллюстрацию на рис. 10a). Фор-
мируемая кривая показана на рис. 10. 

Наличие скачка можно увидеть на картине фазы (рис. 10в), на которой окрестность 270° явно отличается от 
окрестности углов, где имеется переход через нуль. 

Пример 9. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
଼଴଴

గ
φ,  0 ൑ φ ൑ π/4

400 ቀ1 െ
ଶ

஠
φቁ ,  π/4 ൑ φ ൑ 3π/4

400 ቀെ2 ൅
ଶ

஠
φቁ ,  3π/4 ൑ φ ൑ π

400 ቀെ1 ൅
ଵ

஠
φቁ ,  π ൑ φ ൑ 3π/2

400 ቀെ2 ൅
ଵ

஠
φቁ ,  3π/2 ൑ φ ൑ 2π

,   (11) 

На рис. 10, как и на рис. 4 имеются две концевые точки, но есть существенная разница в их происхождении: 
на рис. 4 это точки, соответствующие краевым углам 0° и 360°. Здесь же, если двигаться по увеличению угла, 
вначале формируются петли, затем правая нижняя (на кадре интенсивности) ветвь, а когда достигается конец, то 
происходит перескок к концу левой нижней ветви, которая завершается в начале координат. Однако отметим, с 
учетом цикличности углов, можно начальную позицию поместить в позицию 270°. Тогда разрыва не будет, так 
как значения при 0° и 360° равны. Это подтверждается сходством рис. 4 и 10. 

Таким образом, в примере 9 визуально перескок не проявился. Но этот эффект можно увидеть при другой 
функции 𝑔′ሺ𝜑ሻ, а именно на примере 10 ниже. 

 
Рис. 9. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (10): остальное как на рис. 4 

 
Рис. 10. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (11): остальное как на рис. 4 
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В примере 10 производная положительна к квадрантах I и III и отрицательна в квадрантах II и IV. Знаки 
как в предыдущем примере, но имеется два скачка (см. рис. 11а): при 180° и 270°. Формируемая кривая 
показана на рис. 11. 

Пример 10. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
଼଴଴

஠
φ,  0 ൑ φ ൑ π/4

400 ቀ1 െ
ଶ

గ
φቁ ,  π/4 ൑ φ ൑ π/2

400 ቀ
ଵ

ଶ
െ

ଵ

஠
φቁ ,  π/2 ൑ φ ൑ π

200,  π ൑ φ ൑ 3π/2

400 ቀെ2 ൅
ଵ

஠
φቁ ,  3π/2 ൑ φ ൑ 2π

,   (12) 

Здесь влияние скачков хорошо видно не только на картине фазы (рис. 11в). Когда кривая доходит до верхней 
вертикальной точки (на картине интенсивности, рис. 11г), происходит перескок к нижней вертикальной точке. 
А когда кривая доходит до правой горизонтальной точки, происходит перескок к левой горизонтальной точке. 
Таким образом, формируется «висящая» дуга. 

В примерах 8 – 10 квадранты с разными знаками производной чередуются. Можно показать, что в таком слу-
чае ту же кривую можно сформировать с помощью ОСФП с производной фазы одного знака. Это подсказывает 
вид рис. 9 – 11: нет пустых секторов и секторов, в которых радиус точки кривой – двузначная функция. Покажем 
это на четырёхлистнике из примера 8. Поменяв знаки в (9) для отрицательных квадрантов, получили всюду по-
ложительную производную. Ниже, в примере 11, приведен вид полученной производной фазы для четырёхлист-
ника одного знака. Формируемая кривая показана на рис. 12. 

Пример 11. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧
଼଴଴

஠
φ,  0 ൑ φ ൑ π/4

400 ቀ1 െ
ଶ

஠
φቁ ,  π/4 ൑ φ ൑ π/2

400 ቀെ1 ൅
ଶ

஠
φቁ ,  π/2 ൑ φ ൑ 3π/4

400 ቀ2 െ
ଶ

஠
φቁ ,  3π/4 ൑ φ ൑ π

400 ቀെ2 ൅
ଶ

஠
φቁ ,  π ൑ φ ൑ 5π/4

400 ቀ3 െ
ଶ

஠
φቁ ,  5π/4 ൑ φ ൑ 3π/2

400 ቀെ3 ൅
ଶ

஠
φቁ ,  3π/2 ൑ φ ൑ 7π/4

400 ቀ4 െ
ଶ

஠
φቁ ,  7π/4 ൑ φ ൑ 2π

,   (13) 

Теоретические кривые на рис. 9 и 12 одинаковы, построенные кривые почти одинаковы. Их отличие в 
окрестности начала координат объясняется разным итогом интерференции ветвей кривой: теоретические ампли-
туды в обоих случаях равны, но фазы не равны. 

Кривые в примерах 8 и 11 похожи на 4-лепестковую розу. Основное визуальное отличие розы от четырёх-
листника в гладком крае лепестка – на его конце нет излома контура (см. рис. 13).  

Для построения розы можно использовать ОСФП, все сектора которой описываются одной формулой. 

Пример 12. 

𝑔ᇱሺφሻ ൌ 400ሾ1 ൅ 𝑐𝑜𝑠ሺ4φ െ πሻሿ,  0 ൑ φ ൑ 2π   

𝑔ሺφሻ ൌ 400 ቂφ ൅
ଵ

ସ
𝑠𝑖𝑛ሺ4π െ φሻቃ ,  0 ൑ φ ൑ 2π, (14) 

Уравнение (14) отличается от стандартного уравнения 4-лепестковой розы. Производная везде положительна. 
Формируемая кривая показана на рис. 13.  

Как и ожидалось, рис. 12 и 13 структурно похожи, но лепестки на рис. 13 имеют закруглённую форму без излома. 
Таким образом, рассмотренные примеры демонстрируют возможность формирования световых кривых с 

достаточно произвольной геометрией на основе сегментирования ОСПФ и кусочно-линейной аппроксимации 
производной фазовой функции. 

Известны различные подходы к формированию световых кривых. В частности, геометро-оптический под-
ход дает аналитическое решение и позволяет проектировать оптические элементы с плавным рельефом [37, 
38], но принципиально не учитывает дифракционные эффекты. Хотя итерационные методы [39 – 43] пред-
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ставляются универсальным инструментом, они не обладают глобальной сходимостью, т. е. с некоторой точ-
ностью можно получить только одно из возможных решений. Недостатком итерационного подхода является 
также факт многократного использования прямого и обратного оператора на каждой итерации, что приводит 
к значительным временным и вычислительным затратам. Наиболее простым не итерационным подходом 
является формирование 2D или 3D световых кривых, основанным на композиции в одном оптическом эле-
менте нескольких элементов, фокусирующих в некоторые примитивы (точки, линии, кольца и др.) [44 – 47]. 
Ограничением такого подхода является невысокая эффективность формируемых световых кривых из-за 
необходимости выполнять дополнительное кодирование амплитуды в фазовую функцию пропускания.  

Предложенный в данной работе метод позволяет получать решения в виде чисто фазового распределения, что 
обеспечивает наибольшую дифракционную эффективность формируемых полей.  

 
Рис. 11. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (12): остальное как на рис. 4 

 
Рис. 12. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (13): остальное как на рис. 2 

 
Рис. 13. Результаты расчёта дифракции плоского пучка на ОСФП (14): остальное как на рис. 2 

Заключение 

В данной статье мы рассмотрели действие обобщённой СФП с немонотонной зависимостью фазы от угла. 
Предложенный метод базируется на сегментировании ОСПФ. При этом каждый сегмент пластинки отвечает за 
формирование отдельных элементов световой кривой, что обеспечивает возможность формирования световых 
кривых с достаточно произвольной геометрией, включая изломы и невозможные при монотонной фазе 
самопересечения. Полученные результаты расширяют спектр подходов энергетически эффективного формиро-
вания световых кривых.  
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Action of a generalized spiral phase plate 
with non-monotonic angular dependence of the phase 
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Abstract 

A method for generating light curves with high efficiency using sector generalized spiral phase 
plates with a non-monotonic angular dependence of the phase is proposed. The proposed method is 
based on piecewise linear approximation of the phase function derivative and segmentation of a 
generalized spiral phase plate. The presented results demonstrate the possibility of forming light 
curves with a fairly arbitrary geometry, which expands the range of approaches to effectively form-
ing light curves with a given intensity distribution. 
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