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Аннотация 

Предложен метод расчета дифракционных оптических элементов, устойчивых к ошибке 
позиционирования, для решения задачи классификации. В рамках метода ошибка решения 
задачи классификации представляется функционалом, зависящим от фазовой функции рас-
считываемого элемента и от случайного вектора, задающего ошибку позиционирования в 
виде поперечного смещения элемента относительно оптической оси. Далее математическое 
ожидание этого функционала используется в качестве функционала ошибки в градиентном 
методе расчета дифракционного оптического элемента, при этом для производных функ-
ционала ошибки получены явные выражения. С использованием метода рассчитан дифрак-
ционный оптический элемент для классификации изображений рукописных цифр. В рам-
ках численного моделирования показаны хорошие рабочие характеристики рассчитанного 
элемента (точность классификации – более 96 % при значении «контраста», характеризую-
щего величину энергии в области предсказанного класса по сравнению с энергиями в обла-
стях других классов, более 13 %) для смещений на 2 пикселя по обеим осям координат, что 
соответствует сдвигу центра элемента на расстояние до 17 длин волн. 
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Введение 

Искусственные нейронные сети достигли больших успехов в решении различных задач машинного обучения, 
включающих классификацию и анализ изображений, задачи медицинской диагностики, распознавание речи, решение 
различных обратных задач и т.д. Это, в свою очередь, послужило толчком к интенсивному развитию научного направ-
ления, посвященного оптической реализации нейронных сетей [1 – 5]. Большой интерес при этом вызывают дифрак-
ционные нейронные сети (ДНС), выполненные в виде каскада последовательно расположенных фазовых дифракци-
онных оптических элементов (ДОЭ) [6 – 22]. Следует отметить, что научное направление, посвященное дизайну ДОЭ 
(в т. ч. каскадных) для решения различных задач по преобразованию и фокусировке лазерного излучения, имеет дол-
гую историю и активно развивается уже более 50 лет [23 – 31]. В то же время применение каскадных ДОЭ для опти-
ческого решения задач машинного обучения началось только в 2018 году, после публикации работы [6]. В этой осно-
вополагающей работе был введён термин «дифракционная нейронная сеть» и продемонстрирована возможность оп-
тического решения задач классификации с помощью каскадных ДОЭ. В последующих работах было рассмотрено при-
менение ДНС (каскадных ДОЭ) для решения различных задач классификации [7, 8, 10 – 13, 16 – 19], распознавания 
объектов и видео [12, 14], выделения главного объекта на изображении [8], реализации различных линейных матема-
тических преобразований [10, 17, 20, 21], имитации функций изображающих систем [22]. 

При практической реализации ДНС одной из проблем является требование к высокой точности позициониро-
вания образующих её ДОЭ. В этой связи во многих работах экспериментальные исследования ДНС выполняются 
на терагерцовой платформе [6, 9, 11, 21]. В частности, в базовой работе [6] экспериментальные исследования 
ДНС в виде каскада из пяти ДОЭ для решения задачи классификации рукописных цифр выполнялись c терагер-
цовым источником с длиной волны 0,75 мм. При такой длине волны было относительно несложно позициониро-
вать ДОЭ с малыми ошибками как по сравнению с длиной волны, так и с размером пикселя дифракционного 
микрорельефа ДОЭ, который составлял 0,4 мм. Отметим, что ДОЭ в [6] помещались в держатель со слотами, 
обеспечивающий точность позиционирования 0,1 мм. 

Для излучения видимого диапазона точность позиционирования ДОЭ становится значительно более серьез-
ной проблемой [10, 12, 13]. В частности, в работе [13] теоретически и экспериментально исследована ДНC, со-
стоящая из пяти ДОЭ с размером пикселя микрорельефа 4 мкм, для классификации рукописных цифр при длине 
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волны 632,8 нм. В данной работе показано, что случайные ошибки позиционирования ДОЭ в виде поперечных 
смешений в один пиксель приводят к сильному снижению точности классификации (с 91,2 % до 67,6 %). Отме-
тим, что для позиционирования ДОЭ в [13] использовались высокоточные моторизованные платформы с шагом 
перемещений по осям координат в 1 мкм. В результате была экспериментально достигнута точность классифи-
кации в 88 % (против 91,2 % при численном моделировании). 

По мнению авторов настоящей статьи, наиболее перспективным методом «борьбы» с проблемой точности пози-
ционирования элементов ДНС является использование специальных методов дизайна, учитывающих ошибки позици-
онирования ДОЭ. В частности, в работе [11] был предложен метод обучения ДНС, в котором положения ДОЭ задава-
лись со случайными ошибками. При этом было показано, что такой подход позволяет избежать резкого снижения 
точности классификации при относительно больших поперечных смещениях ДОЭ, составляющих около 8,5 длин 
волн. В то же время в данной работе не было приведено математического обоснования такой стратегии обучения. 
Кроме того, результаты данной работы были также ориентированы на терагерцовый диапазон. 

В подавляющем большинстве работ расчет ДНС осуществляется в рамках скалярной теории дифракции и с 
использованием приближения тонкого оптического элемента. В рамках таких приближений связь комплексных 
амплитуд входного и выходного поля описывается линейным оператором. Поскольку многослойная нейронная 
сеть без функций нелинейности эквивалентна однослойной линейной нейронной сети, то использование каскада 
ДОЭ вместо одного ДОЭ далеко не всегда является оправданным. В частности, в работе [16] авторы показали, 
что при правильно выбранных параметрах одиночный ДОЭ может решать задачи классификации с высокой точ-
ностью, не только не уступающей, а даже превышающей точности классификации, полученные для сложных 
каскадных ДОЭ. Например, одиночный ДОЭ из работы [16] решает задачу классификации рукописных цифр с 
точностью более 97 %, в то время как, например, в описанной выше работе [13] точность классификации для 
каскада из 5 ДОЭ составляет только 91,2 %. В то же время ошибки позиционирования оказывают большое влия-
ние на рабочие характеристики не только каскадных, но и одиночных ДОЭ. 

В настоящей работе рассмотрен градиентный метод расчета одиночного ДОЭ для решения задачи классифи-
кации с учётом случайной ошибки позиционирования. В методе ошибка решения задачи классификации сначала 
представляется функционалом, который зависит не только от фазовой функции ДОЭ, но и от случайного вектора, 
описывающего поперечные смещения ДОЭ относительно оптической оси. Далее математическое ожидание этого 
функционала рассматривается в качестве функционала ошибки. Для производных этого функционала получены 
явные выражения и рассмотрено их вычисление по методу Монте–Карло. С использованием градиентного метода 
при длине волны 632,8 нм рассчитаны ДОЭ с размером пикселя в 4 мкм для классификации изображений руко-
писных цифр. Результаты численного моделирования показывают, что ДОЭ, рассчитанный с учетом смещений, 
сохраняет хорошие рабочие характеристики при поперечных смещениях на 1–2 пикселя по обеим координатам 
(на расстояние до 17 длин волн). При этом ДОЭ, рассчитанный без учета их смещений, имеет худшие рабочие 
характеристики и при смещениях на 2 пикселя становится неработоспособным. 

Статья организована следующим образом. В параграфе 1 рассмотрена постановка задачи расчета ДОЭ для 
оптической классификации изображений и затем рассчитаны производные функционала ошибки общего вида без 
учета ошибки позиционирования ДОЭ. В параграфе 2 на основе результатов параграфа 1 сформулирован метод 
расчета ДОЭ с учетом ошибки позиционирования в виде поперечного смещения ДОЭ. В последнем параграфе 
представлены результаты расчета ДОЭ с учетом и без учета ошибки позиционирования и выполнено сравнение 
их рабочих характеристик. 

1. Задача расчета ДОЭ без учета ошибки позиционирования 

Рассмотрим задачу расчета ДОЭ, предназначенного для решения некоторой задачи классификации изображе-
ний (рис. 1). Для описания геометрии задачи введем три плоскости , 0,1, 2mz f m  , где 0 1 2f f f  , и обозна-

чим  , , 0,1, 2m m mu v m u  декартовы координаты в этих плоскостях. Будем считать, что в 1-й (входной) плос-

кости 0z f  при длине волны  генерируются световые поля, соответствующие изображениям объектов из N 

различных классов. Обозначим  0, 0jw u  комплексную амплитуду поля, сформированную во входной плоскости 

из изображения объекта j-го класса. Будем считать, что данное поле распространяется до плоскости 1z f , в 

которой расположен ДОЭ с фазовой функцией  1φ u , 1 Gu , проходит через ДОЭ, а затем распространяется до 

3-й (выходной) плоскости 2z f . Далее комплексные амплитуды световых полей, формируемых в рассматрива-

емых плоскостях mf , будем обозначать  ,m j mw u , где нижние индексы обозначают индекс плоскости и класс 
входного изображения. 

Предположим, что распространение световых полей в свободном пространстве (от входной плоскости до 
плоскости ДОЭ и от ДОЭ до выходной плоскости) описывается интегралом Френеля–Кирхгофа в рамках скаляр-
ной теории дифракции, а прохождение светового поля через ДОЭ описывается в приближении тонкого оптиче-
ского элемента как умножение на функцию комплексного пропускания (ФКП) ДОЭ, которая имеет вид 

    1 1 1exp φ ,T i G u u u .  (1) 
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В этом случае комплексная амплитуда поля в выходной плоскости будет иметь вид 

  1 2 0 12, 2 1 0, 0( ) Pr ( ) Pr ( ) ,j f f f f jw T w u u u  (2) 

где 
1

Pr
m mf f   – оператор распространения света в свободном пространстве из плоскости mz f  в плоскость 

1mz f  : 

     1

20 2
0, 0, 1Pr ( ) exp i d ,

2m mf f j m m j m m m m
m

k
w C w

d 
 

  
 

u u u u u  (3) 

где    1
0 0exp 2πm m mC k ik d id


 , 0 2π / λk   – волновое число, 1m m md f f   – расстояния между плоскостями. 

 
Рис. 1. Геометрия задачи расчета ДОЭ для решения задачи классификации 

Будем считать, что в выходной плоскости 2z f  заданы N пространственно разделенных «целевых областей» 

, 1,...,kG k N , соответствующих N различным классам решаемой задачи классификации. При каждом входном 

изображении в данных областях формируется некоторое распределение «энергий» , 1,...,kE k N , определяемых в 

виде интегралов от сформированного распределения интенсивности     2

2, 2 2, 2j jI wu u  по целевым областям: 

    2
2, 2 2 2χk j kE I d u u u , (4) 

где  2χ k u  – индикаторная функция множества kG . Для решения задачи классификации требуется, чтобы при «вход-

ном сигнале»  0, 0jw u , соответствующем изображению объекта j-го класса, ДОЭ формировал такое распределение 

интенсивности в выходной плоскости, для которого максимум из формируемых энергий , 1,...,kE k N , достигается 

в j-й целевой области jG  [6 – 8]. При этом расчет ДОЭ сводится к расчету его фазовой функции  1φ u . 

Следуя работам [6 – 8, 10 – 13], для решения описанной задачи расчета ДОЭ будем использовать стохастиче-
ский градиентный метод в методологии нейронных сетей. Приведем сначала общее описание метода. Будем счи-
тать, что для расчета (обучения) ДОЭ используется обучающая выборка, содержащая набор входных распреде-
лений (комплексных амплитуд полей), соответствующих изображениям объектов различных классов. На каждом 
шаге метода из обучающей выборки случайным образом выбирается набор распределений (т.н. батч), для него 
рассчитываются производные функционала ошибки (), зависящего от фазовой функции и описывающего тре-
буемое функционирование ДОЭ, и далее осуществляется шаг по направлению антиградиента. Без ограничения 
общности будем считать, что батч соответствует набору входных распределений  0, 0jw u , который содержит 

изображения объектов из всех N классов. Для описания вычислений, выполняемых для батча, запишем функци-
онал ошибки в явном виде. Пусть ошибка классификации входного пучка  0, 0jw u , представляющего объект j-

го класса, задается некоторым функционалом ошибки j(). Поскольку классификация осуществляется на основе 
анализа распределения энергий Ek, вычисляемых по формуле (4), то функционал j() в общем случае должен 
иметь вид 

   1ε φ ,..., ,j j ND E E  (5) 

где  1,...,j ND E E  – некоторая функция, описывающая отклонение формируемого распределения энергий от тре-

буемого распределения, при котором максимум энергии достигается в требуемой j-й целевой области. Тогда 
функционал ошибки для батча, содержащего распределения  0, 0 , 1,...,jw j Nu , можно представить в виде 

суммы указанных функционалов 

   
1

ε φ ε φ
N

jj
  . (6) 
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Для данного функционала несложно найти производную Фреше  δε φ / δφ  .Действительно, поскольку функ-

ционал (6) равен сумме функционалов, то его производная равна сумме производных: 

   
1

ε φ ε φ
.

φ φ

N j

j

 


   (7) 

Для вычисления производных δε / δφj  в (7) рассмотрим приращение функционала  ε φj , вызванное прира-

щением Δφ  фазовой функции ДОЭ: 

     Δε φ ε φ Δφ ε φj j j   .  (8) 

Аналогично [18, 19], данное приращение несложно представить в виде 

      * 2
2, 2 2, 2 2Δε φ 2Re Δ ,j j jw F d   u u u   (9) 

где  2, 2Δ jw u  – приращение комплексной амплитуды поля в выходной плоскости, вызванное приращением фазы 

Δφ , а функция  2, 2jF u  имеет вид 

     2, 1 2, 2 21
χ

N j
j n j kk

k

D
F w

E
 

 
   

u u u . (10) 

Согласно (2), (3), приращение  2, 2Δ jw u  имеет следующий вид:  

          20 0 2 0 2
2, 2 0,1 1 1 2 1 1

2 2

exp
Δ Δ exp .

2π 2
j

k ik d k
w w T i d

id d

 
   

 
u u u u u u  (11) 

Подставляя (11) в (9) и меняя порядок интегрирования, представим приращение функционала ошибки в виде 

       * 2
1, 1 1 1, 1 1Δε φ 2 Re Δj j jw T F d u u u u , (12) 

где функция 

     20* 2
1, 1 2 2, 2 2 1 2

2

exp
2

j j
k

F C F i d
d

 
   

 
u u u u u   (13) 

представляет собой результат обратного распространения поля  2, 2jF u  из выходной плоскости 2z f  в плос-

кость расположения ДОЭ 1z f . Поскольку  

     Δ exp (φ Δφ) exp φ Δφ ΔφT i i Ti o     , (14) 

то главная линейная часть приращения (12) может быть записана в виде следующего скалярного произведения: 

                  * 2 *
1 1, 1 1 1, 1 1 1 1, 1 1 1, 1δε φ 2Re Δφ Δφ , 2 [ ],j j j j jiw T F d Im w T F  u u u u u u u u u  (15) 

где угловые скобки обозначают скалярное произведение функций. Согласно (15), производная Фреше функцио-
нала (5) имеет вид 

       *
1, 1 1 1, 1δε φ δφ 2 [ ]j j jIm w T F  u u u . (16) 

Таким образом, расчет градиента функционала для батча осуществляется по формулам (7), (16). Отметим, что, 
вместо градиентного метода, можно использовать его «улучшенные» варианты, например, метод адаптивной 
оценки моментов (англ. Adaptive Moment Estimation, ADAM) [32]. 

2. Задача расчета ДОЭ с учетом ошибки позиционирования 

В данном параграфе мы рассмотрим метод решения задачи классификации в предположении, что ДОЭ пози-
ционирован в оптической системе с некоторыми ошибками. Зададим ошибку позиционирования ДОЭ в плоско-
сти его расположения 1z f  двумерным случайным вектором  1 1 1,s s sU VU , где 1 1,s sU V  – случайные величины, 

описывающие поперечное смещение ДОЭ по осям координат 1u  и 1v . В этом случае функция комплексного про-
пускания ДОЭ примет вид 
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      1 1 11 1exp φs s sT T i   u u U u U .  (17) 

Отметим, что для простоты мы рассматриваем только поперечные смещения, поскольку известно, что смеще-
ние ДОЭ вдоль оптической оси влияет на его рабочие характеристики значительно меньше [13]. 

При ФКП ДОЭ, заданной в виде (17), комплексные амплитуды полей  2, 2jw u , формируемые в выходной 

плоскости, также будут зависеть от ошибок позиционирования, т.е. будут являться функциями от случайного 
вектора  1 1 1,s s sU VU . Соответственно, функционалы ошибок (5) и (6) также будут зависеть от случайных сме-

щений  1 1 1,s s sU VU . Чтобы подчеркнуть эту зависимость, запишем данные функционалы в виде  1ε φ; sU  и 

 1ε φ; s
j U . При фиксированной фазовой функции  1φ u  указанные функционалы будут являться случайными 

величинами. 
Для расчета ДОЭ, устойчивого к ошибке позиционирования в виде поперечных смещений, предлагается пред-

ставить функционал ошибки в виде математического ожидания    1Φ φ ε φ; sE    U . Соответственно, задачу 

расчета ДОЭ, устойчивого к ошибке позиционирования, сформулируем как задачу минимизации функционала 

     11 1 φ
Φ φ ε φ; Φ φ

N Ns
j jj j

E min
 

     U .  (18) 

Пусть случайный вектор 1
sU  задается плотностью вероятности  1

sf u . В этом случае математические ожида-

ния    1Φ φ ε φ; s
j jE    U  примут вид 

      2
1 1 1Φ φ ε φ; .s s s

j j f d u u u   (19) 

Производная функционала ошибки (18) равна сумме производных составляющих его слагаемых 

   
1

δΦ φ δΦ φ

δφ δφ

N j

j
  .  (20) 

Дифференцируя (19), запишем производную функционала  Φ φj  в виде 

     1 2
1 1

δε φ;δΦ φ

δφ δφ

s
jj s sf d

u
u u .  (21) 

Заметим, что производные δε / δφj  в (21) могут быть вычислены по ранее полученной для производных функ-

ционала общей формуле (16), только расчет полей  1, 1jw u ,  1, 1jF u , входящих в данную формулу, нужно про-

изводить для смещенного ДОЭ с функцией комплексного пропускания    1 1
s s

mT T u u u . 

Согласно (21), расчет производных δΦ / δφj  требует вычисления двойного интеграла, что является вычисли-

тельно сложной задачей. Поэтому для вычисления данного интеграла предлагается использовать метод Монте–
Карло [33]. В рамках этого метода рассматриваются L независимых реализаций 1, , 1,...,s

l l Lu , случайного вектора 

 1 1 1,s s sU VU  и затем за оценку производной δΦ / δφj  принимается величина 

   1,

1

ε φ;1
φ

φ

s
L j l

j l
Der

L 





u

.  (22) 

Согласно (22), для приближенного вычисления производной (21) функционала (19) нужно для случайным обра-

зом смещенных ДОЭ, имеющих ФКП    1 1,
s s

m lT T u u u , L раз вычислить «обычные» производные по формуле 

(16) и затем усреднить полученный результат. Отметим, что приведенную оценку производной (22) можно рассмат-
ривать как реализацию случайной величины с математическим ожиданием, совпадающим (при каждом значении 

1u ) с точной производной  δΦ φ / δφj , и дисперсией, обратно пропорциональной числу реализаций L. 

Таким образом, в настоящей работе для расчета устойчивых к поперечным смещениям ДОЭ предлагается 
использовать стохастический градиентный метод, рассмотренный в предыдущем параграфе, в котором расчет 
производных функционалов ошибки осуществляется по приближенным формулам (22). 

Отметим, что, помимо поперечных смещений, в предлагаемом методе при необходимости могут быть учтены 
и другие ошибки позиционирования, например, продольные смещения или случайные ошибки, описывающие 
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поворот ДОЭ вокруг оптической оси. При этом указанные ошибки можно было бы также ввести во входной и 
выходной плоскостях для описания ошибок позиционирования входных изображений объектов и детекторов (це-
левых областей kG ). Также отметим, что в рассмотренном выше методе вместо функционала ошибки в виде 

математического ожидания    1Φ φ ε φ; sE    U  (момента 1-го порядка) можно было бы использовать критерий 

более сложного вида, например, в виде момента 2-го порядка  

       2 2
2 2,1 11 1

Φ φ ε φ; ε φ; Φ φ .
N Ns s

j jj j
E E

 
         U U  (23) 

Производные указанного функционала могут быть вычислены аналогичным образом с использованием ме-
тода Монте–Карло. 

3. Примеры расчета 

В данном параграфе мы рассмотрим примеры расчета ДОЭ для оптического решения задачи классификации 
изображений рукописных цифр из базы данных MNIST без учета и с учетом ошибок позиционирования в виде 
поперечных смещений. Отметим, что данная задача классификации рассматривается в большом количестве работ 
и её можно назвать бенчмарком, используемым для проверки эффективности предлагаемых методов. 

Для расчета ДОЭ были выбраны следующие параметры. Поля  0, 0jw u , представляющие амплитудные изоб-

ражения входных цифр, задавались в центре входной плоскости на сетке из 28×28 отсчетов (именно такой размер 
имеют изображения цифр в базе данных MNIST) с шагом d0

 = 8 мкм при длине волны падающего излучения 
λ 632,8 нм . Фазовая функция ДОЭ была задана на сетке 512×512 также с шагом d = 4 мкм. В этом случае размер 
стороны апертуры ДОЭ составляет 2,048 мм. Расстояния от входной плоскости до ДОЭ и от ДОЭ до выходной 
плоскости были выбраны одинаковыми и равными 10 мм. 

Для решения задачи классификации в выходной плоскости было задано 10 целевых областей kG  (по числу 
цифр). Данные области схематично показаны на рис. 1 и соответствуют квадратам с размером стороны 50 мкм, 
расположенным по периметру прямоугольной области с размером 600 × 400 мкм. 

В качестве функционалов ошибки ε j , представляющих ошибки классификации различных цифр, будем ис-

пользовать функционал перекрестной энтропии в комбинации с функцией softmax [7, 11, 16, 18], имеющий сле-
дующий вид: 

  1

1

exp( )
[ ,..., ] ln ln ,

exp( )

j
j j N jN

k
k

S
D E E p

S


 
              


  (24) 

где /m mS E S  – энергии в целевых областях, нормированные на «полную» энергию 
1

N

kk
S E


  , γ 0  – неко-

торый фиксированный параметр, а
1

exp( ) exp( )
N

j j k
k

p S S


    – значения «вероятности», получаемые из функции 

softmax. Производные функционала (24) вычисляются по общей формуле (16), где, согласно формулам (13) и 
(10), функция  1, 1jF u  вычисляется через обратное распространение поля: 

        2, 2 2, 2 2 21 1

γ
χ χ .

2

N N

j j k k m m j jk m
F w p p S S

S  
        u u u u   (25) 

Для оценки влияния поперечных смещений на работу ДОЭ методом адаптивных моментов [32] был рассчитан 
ДОЭ без учета ошибки позиционирования. Для расчета использовалась стандартная обучающая выборка, содер-
жащая 60000 изображений цифр. Расчет ДОЭ проводился с обучением по батчу, каждый батч содержал 20 слу-
чайно выбранных изображений цифр. Производная функционала ошибки (6), (24) вычислялась по формулам (16), 
(13), (25), а расчет комплексных амплитуд полей, входящих в выражения для производных, осуществлялся чис-
ленно по методу углового спектра [34, 35]. При расчете ДОЭ было сделано 12000 итераций, что потребовало 
около 100 минут на персональном компьютере с процессором Intel® Core™ i9–10920X CPU @ 3.50GHz. Фазовая 
функция рассчитанного ДОЭ приведена на рис. 2а. 

После процесса обучения выполнялось тестирование работы ДОЭ на стандартной тестовой выборке из 10000 
изображений цифр. Результаты тестирования в виде матриц ошибок и матриц энергий приведены на рис. 3а,б. 
Элемент (j, k) матрицы ошибок представляет долю (в процентах) объектов j-го класса (изображений цифры «j»), 
которые в процессе тестирования были распознаны как элементы k-го класса (как изображения цифры «k»). При 
этом диагональные элементы данной матрицы представляют точности классификации различных цифр. Над мат-
рицей ошибок указана общая точность классификации (т.е. отношение числа правильно распознанных цифр к 
общему числу цифр в тестовой выборке), которая составляет 97,83 %. 
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Рис. 2. Фазовые функции ДОЭ, рассчитанные без учета смещений (а) и с учетом смещений (б) 

Элемент (j, k) матрицы энергий представляет среднюю энергию, рассчитанную по тестовой выборке, которая 
попадает в k-ую целевую область при входных объектах j-го класса. При практическом применении ДОЭ важной 
характеристикой является значение «контраста», показывающее, насколько энергия в области рассматриваемого 
класса превышает энергию в областях других классов. Контраст для объектов j-го класса определим в виде 

min min j jK K , (26) 

где ,j kE  – элементы матрицы энергий. Предварительные экспериментальные исследования (не приведены в 

настоящей статье) показывают, что для устойчивого выделения «истинных максимумов» энергий при экспери-
ментальной реализации ДОЭ необходимо, чтобы при теоретическом расчете значения jK  превосходили по край-

ней мере 10 %. Над матрицей энергий (рис. 3б) приведено минимальное значение контраста min j j minK K , кото-

рое в рассматриваемом случае составляет 17,95 % и превышает указанное пороговое значение. 

 
Рис. 3. Матрицы ошибок и матрицы энергий для ДОЭ, рассчитанных без учета смещений (а, б) и с учетом смещений (в, г) 

Исследуем теперь, как будут изменяться рабочие характеристики ДОЭ при его поперечных смещениях. В 
табл. на рис. 4а,б показаны значения общей точности и минимального контраста (МК), рассчитанные при раз-
личных смещениях ДОЭ, задаваемых векторами 
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 1, , , , , 2, 1,0,1,2s
i j id jd i j   u , (27) 

где d = 4 мкм – размер пикселя (шаг дискретизации фазовой функции ДОЭ). Значения (i, j), определяющие величины 
смещений по осям координат, указаны снизу и слева от таблиц. При этом значения в центре таблиц (i = j = 0) соответ-
ствуют общей точности и МК для несмещенного ДОЭ. При расчете элементов таблиц при 0, 0i j   рассчитанный 

ДОЭ (рис. 2а) смещался на вектор (27) (т.е. его ФКП полагалась равной     1 1 11 1, ,exp φs s
i jT i u u u ) и затем по 

тестовой выборке рассчитывались значения общей точности и МК. Назовем смещениями на один и на два пик-
селя наборы векторов смещений (27), для которых max( , ) 1i j   и max( , ) 2i j   соответственно. Можно ви-

деть, что при смещении на один пиксель (восемь центральных клеток таблиц вокруг клетки 0i j  ) общая 

точность снижается на 1 – 5 % (минимальное значение составляет 92,7 %), а максимальное снижение МК превы-
шает 8,5 %, так что минимальный контраст в одной из клеток становится менее 10 %. При смещении на два пик-
селя (16 периферийных клеток таблиц) общая точность снижается еще сильнее (минимальное значение падает 
до 68,4 %), а МК в более чем половине клеток становится менее 2 %. Таким образом, можно считать, что смеще-
ние ДОЭ на два пикселя делает его неработоспособным. 

Далее методом адаптивных моментов был рассчитан ДОЭ с учетом смещений. При расчете ДОЭ смещения опи-
сывались непрерывным случайным вектором, равномерно распределенным в квадрате со стороной d = 16 мкм. В 
соответствии с описанием метода в параграфе 2 для расчета производных функционалов (20), (21) для каждого 
батча генерировалось L = 4 независимых реализации 1, , 1, 2, 3, 4s

l l u  случайного вектора  1 1 1,s s sU VU . Для данных 

реализаций для ДОЭ с ФКП     1 1 11 1,exp φs s
lT i u u u  рассчитывались производные функционалов ошибки (24) 

по формулам (16), (25) и затем по формуле (22) вычислялась оценка производной. Фазовая функция ДОЭ, рас-
считанного методом адаптивных моментов при таком вычислении производных, показана на рис. 2б. На рис. 3в, г 
показаны полученные по результатам тестирования матрица ошибок и матрица энергий. Общая точность и МК 
для рассчитанного ДОЭ составляют 97,08 % и 14,11 %. По сравнению с ДОЭ, рассчитанным без учета смещений, 
снижения общей точности классификации и МК являются относительно небольшими и составляют 0,75 % и 
3,84 %. В табл. на рис. 4в, г приведены значения общей точности и МК, рассчитанные при различных поперечных 
смещениях ДОЭ, задаваемых формулой (27). Как и ранее, для расчета данных таблиц рассчитанный ДОЭ 
(рис. 2б) смещался на вектор (27) и затем по тестовой выборке для него рассчитывались значения общей точности 
и МК. Сравнивая рис. 4а–б и рис. 4в–г, можно видеть, что для ДОЭ, рассчитанного с учетом ошибки позициони-
рования, смещения существенно меньше влияют на рабочие характеристики. В частности, при смещениях на два 
пикселя минимальная общая точность и минимальное значение МК составляют 93,5 % и 11,9 % (против 68,4 % и 
0,1 % для ДОЭ, рассчитанного без учета смещений). Таким образом, ДОЭ, рассчитанный с учетом смещений, 
сохраняет хорошие рабочие характеристики и при относительно больших смещениях в 2 пикселя. 

 
Рис. 4. Таблицы общей точности и минимального контраста при различных смещениях для ДОЭ, рассчитанных без учета 

смещений (а, б) и с учетом смещений (в, г) 
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4. Обобщение метода расчета на случай каскадных ДОЭ 

Представленный в параграфе 2 метод расчета ДОЭ, устойчивого к ошибкам позиционирования, несложно 
обобщить на дизайн каскадных ДОЭ. В случае каскадного ДОЭ производные функционала ошибки, заданного в 
виде математического ожидания от «обычного» функционала (см. формулу (18)), также могут быть вычислены 
по методу Монте–Карло. Для расчета производных по методу Монте–Карло ДОЭ, образующие каскад, нужно 
задавать со случайно выбранными смещениями, затем при смещенных ДОЭ нужно рассчитать «обычные» про-
изводные (расчет обычных производных для каскадного ДОЭ детально рассмотрен в [18]) и затем усреднить 
рассчитанные производные для получения оценки производных функционала ошибки в виде математического 
ожидания. На основе описанного обобщения метода были выполнены исследования рабочих характеристик кас-
кадов из двух ДОЭ, рассчитанных без учета и с учетом ошибок позиционирования (для краткости данные иссле-
дования не приведены в статье). При этом было получено, что каскад из двух ДОЭ, рассчитанных без учета по-
перечных смещений, по сравнению с одиночным ДОЭ (рис. 4а, б) обладает еще большей чувствительностью по 
отношению к ошибкам позиционирования и имеет заметно худшие рабочие характеристики при смещениях 
обоих ДОЭ на один и два пикселя. Важно также отметить, что каскад из двух ДОЭ, рассчитанный с учетом оши-
бок смещений, хотя и сохраняет свою работоспособность при смещениях ДОЭ на 1 и 2 пикселя, но не позволяет 
улучшить рабочие характеристики одиночного ДОЭ (рис. 4в, г), рассчитанного с учетом ошибок смещений. По-
видимому, это обусловлено тем, что «выигрыш», полученный за счет дополнительных параметров второго ДОЭ, 
«тратится» на компенсацию более высокой чувствительности каскада ДОЭ к ошибкам позиционирования. 

Заключение 

Рассмотрен градиентный метод расчета фазового ДОЭ для решения задачи классификации с учётом ошибок 
позиционирования в виде случайных поперечных смещений. В предложенном методе ошибка решения задачи 
классификации сначала была представлена функционалом, который зависел не только от фазовой ДОЭ, но и от 
случайного вектора, описывающего поперечные смещения ДОЭ. Затем математическое ожидание этого функци-
онала, зависящее уже только от фазовой функции ДОЭ, было использовано в качестве функционала ошибки в 
задаче расчета ДОЭ с учетом поперечных смещений. Для производной этого функционала ошибки получены 
явные выражения. Показано, что вычисление производных данного функционала по методу Монте–Карло соот-
ветствует методу обучения, в котором ДОЭ задается со случайными поперечными смещениями. 

С использованием предложенного градиентного метода для длины волны 632,8 нм рассчитаны ДОЭ с разме-
ром пикселя (шага дискретизации фазы ДОЭ) в 4 мкм. Результаты численного моделирования показывают, что 
ДОЭ, рассчитанный с учетом смещений, сохраняет хорошие рабочие характеристики (точность классификации 
более 96 % и минимальный контраст более 13 %) при смещениях на 2 пикселя по обеим осям координат, что 
соответствует смещению центра ДОЭ на расстояние до 17 длин волн. При этом ДОЭ, рассчитанный без учета 
смещений ДОЭ, оказывается фактически неработоспособным при указанных смещениях. 

Важно отметить, что, наряду с поперечными смещениями, в предлагаемом методе могут быть также учтены 
и другие ошибки позиционирования, в частности, продольные смещения или повороты ДОЭ вокруг оптической 
оси. Кроме того, предложенный метод может быть обобщен на задачи расчета ДОЭ, предназначенных для реше-
ния других задач, например, для оптической реализации математических преобразований, описываемых линей-
ными операторами. Модификация метода в этом случае будет состоять только в изменении вида используемого 
функционала ошибки: вместо функционала, описывающего ошибку классификации, следует использовать функ-
ционал, описывающий ошибку вычисления требуемого линейного оператора. 
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Abstract  

A method for calculating diffractive optical elements for solving classification problems that are 
robust to positioning errors is proposed. In the method, the classification error is represented as a 
functional depending on the phase function of the element being designed and a random vector 
representing the positioning error as lateral displacement of the element relative to the optical axis. 
The mathematical expectation of this functional is then used as the error functional in the gradient 
method for diffractive optical element calculation. Explicit expressions for the derivatives of the 
error functional are derived. Using this method, a diffractive optical element for classifying hand-
written digits is calculated. Numerical simulations show good performance of the designed element 
(classification accuracy exceeds 96% while relative contrast between energy focused in the classi-
fied class and target class exceeds 13%) with lateral displacements of 2 pixels in lateral direction, 
which corresponds to the center of the element shifting up to 17 wavelengths. 
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