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Аннотация 

В этой работе мы получили явные аналитические выражения для плотности 
продольной проекции вектора орбитального углового момента в плоскости острого 
фокуса четырех световых полей с однородной и неоднородной поляризациями: 
оптического вихря с эллиптической поляризацией, суперпозиции цилиндрического 
векторного пучка и пучка с линейной поляризацией, оптического вихря с 
цилиндрической поляризацией и пучка с неоднородной эллиптической поляризацией. 
Все плотности орбитального углового момента для этих четырех полей зависят от 
состояния поляризации начального светового поля. Для двух световых полей с гибридной 
поляризацией плотность орбитального углового момента в фокусе меняет знак при 
изменении как азимутальной, так и радиальной координаты. Известно, что в случае 
параксиальных оптических вихрей с эллиптической поляризацией плотность 
орбитального углового момента не зависит от состояния поляризации, а полностью 
определяется топологическим зарядом оптического вихря. Поэтому в параксиальном 
случае азимутальный орбитальный поток энергии вращается всегда в одну сторону, 
определяемую знаком топологического заряда оптического вихря. Однако в случае 
непараксиальных световых полей, как показано в этой работе, плотность орбитального 
углового момента в фокусе зависит от состояния поляризации и на разных расстояниях 
от оптической оси поток энергии может вращаться в разные стороны. 
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Введение 

В современной оптике много внимания уделяется структурированным световым полям, которые 
обладают орбитальным угловым моментом (ОУМ) и неоднородной поляризацией [1–3]. Интерес к 
структурированному свету обусловлен его применением в задачах оптической телекоммуникации [4], 
манипулирования микрообъектами [5], квантовой информатики [6], оптической микроскопии [7] и 
микроструктурирования поверхности [8]. Важной задачей для структурированного света является 
теоретическое определение его ОУМ. Первая работа по определению ОУМ у пучков Лагерра–Гаусса была 
выполнена еще в 1992 году [9]. В последующих работах было показано, что азимутальный поток энергии 
(азимутальная проекция вектора Пойнтинга) в сечении параксиальных вихревых пучков зависит от 
состояния поляризации и вращается в разные стороны (по часовой стрелке или против часовой) для света с 
левой и правой круговой поляризацией [10–12]. В [13] экспериментально показано, что на разных 
расстояниях от оптической оси в пучке Бесселя с круговой поляризацией захваченные микрочастицы 
движутся в разные стороны. Но оказывается, что вектор Пойтинга является суммой двух векторов, один из 
которых описывает канонический поток энергии, а второй вектор описывает поток спина [14]. В [14] 
показано, что для параксиального оптического вихря с эллиптической поляризацией азимутальный 
орбитальный поток энергии (канонический поток) не зависит от состояния поляризации света (левая или 
правая эллиптическая поляризация), а зависит только от топологического заряда оптического вихря. 
Поэтому плотность ОУМ также не будет зависеть от направления вращения вектора поляризации. Но в 
случае параксиальных световых полей с неоднородной поляризацией это не будет выполняться. Например, 
в [15] показано, что у параксиального векторного поля (без оптического вихря) с неоднородной линейной 
поляризацией (суперпозиция света с линейной и цилиндрической поляризациями) плотность ОУМ на 
некоторых расстояниях от плоскости перетяжки зависит от sin(nφ), где n – порядок цилиндрической 
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поляризации, φ – азимутальный угол в сечении пучка. То есть плотность ОУМ зависит от состояния 
поляризации пучка и меняет знак при изменении азимутального угла. Для непараксиальных световых полей 
из-за эффекта спин-орбитальной конверсии продольная проекция ОУМ зависит от состояния поляризации 
[16–18]. 

В данной работе мы получим аналитические выражения продольной проекции вектора ОУМ в плоскости 
острого фокуса для четырех разных световых полей. Выражения получены в рамках теории Ричардса–Вольфа 
[19]. Из полученных выражений следует, что плотность ОУМ у всех четырех полей зависит от состояния 
поляризации. Мы покажем, что для двух из четырех полей, у которых нет оптического вихря, плотность ОУМ 
в фокусе меняет знак при изменении обеих координат: радиальной и азимутальной. 

1. Плотность ОУМ в фокусе оптического вихря с эллиптической поляризацией 

Вектор орбитального углового момента задается следующей формулой с точностью до постоянной 1/(8πω), 
где ω – угловая частота монохроматического света [20]: 

𝑱 ൌ 𝐼𝑚න න ෍ 𝐸௣∗

௣ୀ௫,௬,௭
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где в скобках написано векторное произведение радиуса вектора r на вектор набла, ∇. Нижняя формула 
описывает вектор плотности ОУМ, а верхняя – полный ОУМ, проинтегрированный по всему сечению пучка. 
Далее мы получим аналитические выражения как для плотности, так и для полного ОУМ, но только для одной 
проекции векторов (1), а именно, для продольной проекции: 
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Рассмотрим острую фокусировку оптического вихря с эллиптической поляризацией, вектор Джонса 
начального поля которого имеет вид: 

𝑬ଵ ൌ
௘೔೘ಞ

ඥଵାఈమ
ቀ1
𝑖α
ቁ ,   (3) 

где m – топологический заряд оптического вихря, α – действительный параметр, задающий векторное состояние 
начального поля (3): при α = 1 – правая круговая поляризация, при α = 0 – линейная поляризация, при 0 < α < 1 – 
эллиптическая поляризация. Три проекции вектора напряженности электрического поля в остром фокусе для 
начального поля (3) известны [21]: 
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где k = 2π/λ – волновое число света с длиной волны λ, f – фокусное расстояние апланатической системы, (r, φ, z) – 
цилиндрические координаты, θ0 – максимальный угол наклона лучей к оптической оси, определяющий числовую 
апертуру апланатической оптической системы NA = sin(θ0), ξ = kr sin(θ), B(θ) – действительная функция, 
зависящая только от полярного угла и описывающая распределение амплитуды фокусируемого пучка света. У 
поля (3) B(θ) = 1. Проекции поля в фокусе (4) получены на основе формализма Ричардса–Вольфа [19]. Заметим, 
что если для начального поля (3) вычислить плотность ОУМ (2), пренебрегая продольной координатой (как это 
делается в случае параксиального приближения), то получим хорошо известный результат: jz

 = m. То есть в 
параксиальном случае плотность ОУМ не зависит от параметра поляризации α. В случае непараксиальных 
световых полей, как и в случае острой фокусировки, плотность ОУМ будет зависеть от параметров поляризации 
начального поля. Действительно, подставляя выражения для проекций поля в фокусе (4) в (2), получим 
выражение для плотности ОУМ: 
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Из (6) видно, что плотность ОУМ зависит от обеих полярных координат (r, φ). Поэтому при разных 
азимутальных углах она может иметь разные знаки. Из (6) можно получить более простые выражения 
для плотности ОУМ оптического вихря с линейной и правой круговой поляризациями: 
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Видно, что плотность ОУМ в фокусе для оптического вихря с круговой поляризацией имеет радиальную 
симметрию (8), а плотность ОУМ для линейной поляризации может 4 раза менять знак при обходе вокруг 
оптической оси (7), так как имеется слагаемое с cos(2φ). Квадраты интегралов (5) в первых квадратных скобках 
всегда будут положительные, а произведения этих интегралов во вторых квадратных скобках могут менять знак 
при изменении радиальной координаты. То есть на некотором расстоянии от оптической оси 
при том же азимутальном угле выражение для плотности ОУМ (7) может сменить знак. В параксиальном случае 
такого эффекта нет [14], так как в параксиальном случае ОУМ не может изменять знак при изменении радиальной 
координаты. Полные ОУМ обоих пучков (7) и (8) равны: 

𝐽ଵ௭,௅ ൌ 𝑚𝑊଴ ൅𝑚𝑊ଶ ൅ 2𝑚𝑊ଵ ൌ 𝑚𝑊, (9) 
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В (9) и (10) использованы обозначения [22]: 
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Из сравнения (9) и (10) видно, что при m = 0 (нет вихря) полный ОУМ для поля с линейной поляризацией 
равен нулю, а для поля с круговой поляризацией полный ОУМ отличен от нуля из-за спин-орбитального эффекта 
в остром фокусе. 

2. Плотность ОУМ в фокусе гибридного светового поля 

Рассмотрим другие примеры векторных световых полей, у которых плотность ОУМ в фокусе может менять 
знак при изменении радиальной переменной. Рассмотрим вектор Джонса начального векторного поля, у которого 
в сечении есть области с линейной и круговой поляризацией, поэтому оно названо гибридным [23]: 

𝑬ଶ ൌ
ଵ

ඥଵାஔమ
൬

cos𝑛φ
𝑖δ ൅ sin𝑛φ൰. (12) 

При δ = 0 поле (12) является цилиндрическим векторным полем n-го порядка, а при n = 0 поле (12) 
является плоской волной с правой эллиптической поляризацией. У светового поля (12) нет оптического 
вихря, но мы покажем, что в фокусе плотность продольного ОУМ отлична от нуля и имеются области с 
положительным и отрицательным ОУМ. Проекции вектора напряженности электрического поля в фокусе 
для поля (12) имеют вид [23]: 
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Подставляя проекции поля в фокусе (13) в выражение (2) для плотности продольного ОУМ, получим 
при четном номере n = 2p, p = 0, 1, 2, … (при n = 2p+1 плотность ОУМ равна нулю): 
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െ𝐼଴,଴𝐼ଶ,௡ିଶሺ𝑛 െ 2ሻ cosሺ 𝑛 െ 2ሻφ െ 4𝐼ଵ,ଵ𝐼ଵ,௡ିଵሺሺ𝑛 െ 1ሻ sinφ sinሺ 𝑛 െ 1ሻφ ൅ cosφ cosሺ 𝑛 െ 1ሻφሻሿ. (14) 

Из (14) видно, что при δ = 0 плотность ОУМ равна нулю. Также из (14) видно, что все слагаемые 
плотности умножены на тригонометрические функции от азимутального угла. Это означает, что при 
интегрировании по углу все эти слагаемые дадут ноль, и поэтому полный продольный ОУМ пучка (13) равен 
нулю: J2z

 = 0. Исключение составляет случай, когда n = 0. В этом случае поле (12) имеет эллиптическую 
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поляризацию и из-за спин-орбитального эффекта в фокусе полный продольный ОУМ будет отличен от нуля 

и равен: 𝐽ଶ௭,௡ୀ଴ ൌ 4δ൫1 ൅ δଶ൯
ିଵ
ሺ𝑊ଶ ൅𝑊ଵሻ, плотность продольного ОУМ при n = 0 равна: 

𝑗ଶ௭,௡ୀ଴ ൌ
ସஔ

ଵାஔమ
൫𝐼ଶ,ଶ
ଶ ൅ 𝐼ଵ,ଵ

ଶ ൅ 𝐼ଶ,ଶ𝐼଴,଴ cos 2φ൯. (15) 

Также из (14) и (15) видно, что все слагаемые, состоящие из произведений разных интегралов (5), могут 
менять свой знак при изменении радиальной переменной r. Поэтому и плотность продольного ОУМ может 
менять знак при изменении радиальной координаты. Это означает, что микрочастицы, захваченные в фокус пучка 
(12), на разных расстояниях будут вращаться в разные стороны по окружностям разных радиусов (по часовой 
стрелке и против часовой стрелки). Получим простое выражение для плотности ОУМ (14) при n = 2: 

𝑗ଶ௭,௠ୀଶ ൌ
ஔ

ଵାஔమ
ൣ4𝐼ଶ,ଶ𝐼଴,ଶ െ 4𝐼ଵ,ଵ

ଶ ൅ 2 cos 2φ൫𝐼ଶ,ଶ𝐼ଶ,଴ െ 𝐼଴,଴𝐼଴,ଶ൯൧. (16) 

Полный продольный ОУМ поля (16) будет равен нулю, так как можно показать, что он равен выражению: 

𝐽ଶ௭,௡ୀଶ ൌ
ସஔ

ሺଵାஔమሻ
ሺ𝑊ଶ଴ െ𝑊ଵሻ ൌ 0, (17) 

а в (17) оба слагаемых равны друг другу: 

𝑊ଶ଴ ൌ 2π׬ 𝐼ଶ,ଶሺ𝑟ሻ𝐼଴,ଶሺ𝑟ሻ𝑟𝑑𝑟
ஶ
଴

ൌ 4π𝑓ଶ ׬ sinଷ ቀ
஘

ଶ
ቁ cosଷ ቀ

஘

ଶ
ቁ |𝐵ሺθሻ|ଶ𝑑θ

஘బ
଴

ൌ 𝑊ଵ. (18) 

3. Плотность ОУМ в фокусе оптического вихря с цилиндрической поляризацией 

Получим выражение для продольной проекции плотности ОУМ в остром фокусе оптического вихря с 
топологическим зарядом m и с цилиндрической поляризацией порядка n. Вектор Джонса для начального поля 
имеет вид: 

𝑬ଷ ൌ 𝑒௜௠஦ ൬
cos𝑛φ
sin𝑛φ൰. (19) 

В плоскости фокуса проекции вектора напряженности электрического поля имеют вид [24]: 

𝐸௫ ൌ
௜೘శ೙షభ

ଶ
𝑒௜ሺ௠ା௡ሻ஦൫𝐼଴,௠ା௡ ൅ 𝑒ିଶ௜஦𝐼ଶ,௠ା௡ିଶ൯ ൅

௜೘ష೙షభ

ଶ
𝑒௜ሺ௠ି௡ሻ஦൫𝐼଴,௠ା௡ ൅ 𝑒ଶ௜஦𝐼ଶ,௠ା௡ାଶ൯,  

𝐸௬ ൌ
௜೘శ೙

ଶ
𝑒௜ሺ௠ା௡ሻ஦൫െ𝐼଴,௠ା௡ ൅ 𝑒ିଶ௜஦𝐼ଶ,௠ା௡ିଶ൯ ൅

௜೘ష೙

ଶ
𝑒௜ሺ௠ି௡ሻ஦൫𝐼଴,௠ା௡ െ 𝑒ଶ௜஦𝐼ଶ,௠ା௡ାଶ൯,  (20) 

𝐸௭ ൌ 𝑖௠ା௡𝑒௜ሺ௠ା௡ିଵሻ஦𝐼ଵ,௠ା௡ିଵ െ 𝑖௠ି௡𝑒௜ሺ௠ି௡ାଵሻ஦𝐼ଵ,௠ି௡ାଵ.  

Подставляя проекции поля в фокусе (20) в выражение (2) для плотности продольного ОУМ, получим: 

𝑗ଷ௭ሺ𝑟,φሻ ൌ ቂ
ሺ௠ା௡ሻ

ଶ
𝐼଴,௠ା௡
ଶ ൅

ሺ௠ି௡ሻ

ଶ
𝐼଴,௠ି௡
ଶ ൅

ሺ௠ା௡ିଶሻ

ଶ
𝐼ଶ,௠ା௡ିଶ
ଶ ൅

ሺ௠ି௡ାଶሻ

ଶ
𝐼ଶ,௠ି௡ାଶ
ଶ ൅  

൅ሺ𝑚 ൅ 𝑛 െ 1ሻ𝐼ଵ,௠ା௡ିଵ
ଶ ൅ ሺ𝑚 െ 𝑛 ൅ 1ሻ𝐼ଵ,௠ି௡ାଵ

ଶ ൧ ൅ ሺെ1ሻ௡ cosሺ ሺ2𝑛 െ 2ሻφሻሾሺ𝑚 ൅ 1ሻ𝐼଴,௠ା௡𝐼ଶ,௠ି௡ାଶ ൅  (21) 
൅ሺ𝑚 െ 1ሻ𝐼଴,௠ି௡𝐼ଶ,௠ା௡ିଶ െ 2𝑚𝐼ଵ,௠ି௡ାଵ𝐼ଵ,௠ା௡ିଵ൧.  

Из (21) видно, что плотность ОУМ в фокусе поля (19) зависит от обоих номеров m и n, а также от обеих 
цилиндрических координат (r, φ). При обходе по замкнутой траектории определенного радиуса и с центром 
на оптической оси плотность ОУМ может иметь 4(n–1) областей разного знака, так как присутствует слагаемое 
с cos(2n–2)φ. Поскольку в (21) входят слагаемые с произведением интегралов (5) с разными номерами, то такие 
слагаемые будут менять знак при изменении радиальной переменной. Поэтому и вся плотность ОУМ (21) может 
менять знак при изменении переменной r при постоянной переменной φ. При m = 0 (нет вихря) плотность 
ОУМ (21) будет равна нулю. При n = 1 плотность ОУМ (21) будет радиально симметричной и больше нуля (m > 0). 
Если проинтегрировать плотность ОУМ (21) по всей плоскости фокуса, то получим продольную проекцию 
полного ОУМ: 

𝐽ଷ௭ ൌ 𝑚ሺ𝑊଴ ൅𝑊ଶ ൅ 2𝑊ଵሻ ൌ 𝑚𝑊. (22) 

Выражение (22) совпадает с выражением (9) и показывает, что полный ОУМ пучка (19) определяется только 
топологическим зарядом оптического вихря m и не зависит от порядка цилиндрической поляризации n.  

4. Плотность ОУМ в фокусе поля с угловой зависимостью эллиптической поляризации 

Рассмотрим начальное поле с гибридной поляризацией, которая меняет эллипс поляризации в зависимости 
от азимутального угла и описывается вектором Джонса вида: 

𝑬ସ ൌ ൬
െ𝑖 sin𝑛φ
cos𝑛φ ൰ .  (23) 



https://computeroptics.ru 1719 journal@computeroptics.ru 

Компьютерная оптика. – 2026. – Т. 50, № 3. 5 Computer Optics 2026; 50(3). 

Проекции вектора напряженности электрического поля в плоскости острого фокуса поля (23) имеют вид [25]: 

𝐸௫ ൌ
ି௜೙

ଶ
ൣ𝐼଴,௡ sin𝑛φ ൅

ଵା௜

ଶ
𝐼ଶ,௠ାଶ sinሺ𝑚 ൅ 2ሻ φ ൅

ଵି௜

ଶ
𝐼ଶ,௠ିଶsinሺ𝑚 െ 2ሻ φሿ,  

𝐸௬ ൌ
ି௜೙

ଶ
ൣ𝑖𝐼଴,௡ cos𝑛φ െ

ଵା௜

ଶ
𝐼ଶ,௠ାଶ cosሺ𝑚 ൅ 2ሻ φ ൅

ଵି௜

ଶ
𝐼ଶ,௠ିଶcosሺ𝑚 െ 2ሻφሿ,  (24) 

𝐸௭ ൌ
௜೙

ଶ
ൣሺ1 ൅ 𝑖ሻ𝐼ଵ,௡ାଵ sinሺ 𝑛 ൅ 1ሻφ ൅ ሺ1 െ 𝑖ሻ𝐼ଵ,௠ିଵ sinሺ𝑚 െ 1ሻφሿ.  

Подставляя проекции поля в фокусе (24) в выражение (2) для плотности продольного ОУМ, получим: 

𝑗ସ௭ ൌ
ଵ

ସ
ൣെ sin 2φሼሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝐼଴,௡𝐼ଶ,௡ାଶ ൅ሺ𝑛 െ 1ሻ𝐼଴,௡𝐼ଶ,௡ିଶ ൅ 2𝑛𝐼ଵ,௡ାଵ𝐼ଵ,௡ିଵൟ ൅

൅2sin 2𝑛φ൛𝐼ଶ,௡ାଶ𝐼ଶ,௡ିଶ ൅2𝐼ଵ,௡ାଵ𝐼ଵ,௡ିଵൟ൧.  (25) 

Плотность ОУМ (25) зависит от удвоенного азимутального угла 2φ. Поэтому распределение плотности в фокусе 
будет иметь центрально симметричный вид (как снежинка), то есть на лучах φ и φ + π будут одинаковые распределения 
ОУМ. Из-за того, что все слагаемые в (25) умножаются на тригонометрические периодические функции, полный ОУМ 
будет равен нулю, J4z = 0. При n = 0 начальное поле (23) будет иметь вертикальную линейную поляризацию, и из (25) 
следует, что плотность ОУМ у такого поля в фокусе будет равна нулю. При n > 0 в выражении (25) все слагаемые 
имеют произведение интегралов (5) с разными номерами и поэтому все слагаемые могут менять знак при изменении 
радиальной переменной r. Поэтому и выражение для плотности ОУМ (25) может менять знак при изменении r и при 
постоянном φ. Эти выводы будут подтверждены с помощью моделирования. 

5. Моделирование 

На рис. 1 показаны распределения интенсивности (рис. 1а, в, д, ж) и плотности орбитального углового 
момента (рис. 1б, г, е, з) в остром фокусе пучков с гибридной поляризацией (вектор Джонса [–isin nφ, cos nφ]T 
(23), рис. 1а – г) и суперпозиции пучков с радиальной и линейной поляризацией (вектор Джонса 
[cos nφ, iα + sin nφ]T (12), рис. 1д–з). Расчет света в фокусе проводился по интегралам Дебая в рамках формализма 
Ричардса–Вольфа [19], а плотность ОУМ вычислялась по формуле (2). Для расчётов использовались следующие 
параметры: длина волны λ = 532 нм, фокусное расстояние f = 20λ, порядок поляризации n = 2 (рис. 1а, б, д, е) и 
n = 4 (рис. 1в, г, ж, з), относительная амплитуда линейно поляризованного пучка α = 1, числовая апертура 
NA = 0,95, размер показанной области – 2×2 мкм. 

 
Рис. 1. Распределения интенсивности (а, в, д, ж) и плотности продольной проекции ОУМ (б, г, е, з) в остром фокусе пучков 
с гибридной поляризацией (23) (а–г) и суперпозиции пучков с радиальной и линейной поляризацией (12) (д–з) при разном 

порядке поляризации: n = 2 (а, б, д, е) и n = 4 (в, г, ж, з). В 1-м и 3-м столбце интенсивность от максимальной 
к минимальной меняет цвет от белого до черного. А во 2-м и в 4-м столбце положительный ОУМ – плюс, 

отрицательный – минус, черный цвет – нулевой ОУМ 

Из рис. 1 видно, что плотность ОУМ меняет знак как при изменении радиальной переменной r, так и при 
изменении азимутального угла φ. Распределение на рис. 1б, г подтверждает правильность выражения (25), вид 
распределений ОУМ на рис. 1е, з подтверждает правильность выражений (14) и (16). Разный знак ОУМ в разных 
областях плоскости фокуса демонстрирует орбитальный эффект Холла, то есть разделение в пространстве фотонов 
с разным по знаку ОУМ. При этом в областях с разным знаком ОУМ канонический поток энергии, а также 
азимутальная проекция вектора Пойнтинга вращаются в разные стороны (по часовой и против часовой стрелки). 

Заключение 

В работе получены следующие результаты. Для четырех начальных векторных световых полей: оптического 
вихря с эллиптической поляризацией (3), суперпозиции света с линейной и цилиндрической поляризациями (12), 
оптического вихря с цилиндрической поляризацией (19) и света с циркулярно цилиндрической поляризацией 
(23) – получены явные выражения для продольной проекции вектора плотности ОУМ в остром фокусе, 
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соответственно, выражения (6), (14), (21) и (25). Из полученных выражений видно, что плотность ОУМ в фокусе 
зависит от состояния поляризации начального поля: от порядка цилиндрической поляризации n и от параметра 
эллиптической поляризации α. Из полученных выражений для плотности ОУМ также следует, что в тех случаях 
в фокусе наблюдается орбитальный эффект Холла, когда в разных областях плоскости фокуса плотность ОУМ 
имеет разный знак (рис. 1). Заметим, что в начальной плоскости у полей (12), (23) и на рис. 1 нет оптического 
вихря, но из-за локального спин-орбитального эффекта в фокусе формируются области, в которых поток энергии 
(и канонический в том числе) вращается в разные стороны. 
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Orbital angular momentum density distribution 
at the sharp focus of vector light fields 
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Abstract 

In this work, we obtained explicit analytical expressions for the density of the longitudinal 
projection of the orbital angular momentum vector. These expressions were analyzed in the plane 
of a sharp focus of four light fields with uniform and non-uniform polarizations: an optical vortex 
with elliptical polarization, a superposition of a cylindrical vector beam and a beam with linear 
polarization, an optical vortex with cylindrical polarization, and a beam with non-uniform elliptical 
polarization. All orbital angular momentum densities for these four fields were found to depend on 
the polarization state of the initial light field. For two light fields with hybrid polarization, the orbital 
angular momentum density at the focus was revealed to change sign with a change in both the 
azimuthal and radial coordinates. It is known that in the case of paraxial optical vortices with 
elliptical polarization, the orbital angular momentum density does not depend on the polarization 
state, and is completely determined by the topological charge of the optical vortex. Therefore, in the 
paraxial case, the azimuthal orbital energy flux always swirls in one direction determined by the 
sign of the optical vortex topological charge. However, for non-paraxial light fields, the orbital 
angular momentum density at the focus was shown in this work to depend on the polarization state, 
so that the energy flow can swirl in different directions at different distances from the optical axis. 
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