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Аннотация 

Предложен метод расчета дифракционных оптических элементов с гладкой фазовой 
функцией, обобщающих гармонические дифракционные линзы и предназначенных 
для формирования заданного распределения интенсивности при нескольких гармонических 
длинах волн. В рамках метода фазовая функция задается в виде разложения по некоторой 
системе гладких и дифференцируемых функций. Коэффициенты разложения 
рассматриваются как параметры оптимизации и рассчитываются градиентным методом 
из условия минимизации функции ошибки, представляющей отличие формируемого 
и заданного распределений интенсивности. Представлены примеры расчета гармонических 
дифракционных оптических элементов с фазовой функцией в виде суммы B-сплайнов, 
и показано, что для хорошей работоспособности указанных элементов необходимо 
в функции ошибки явно учитывать вид формируемых распределений интенсивности 
не только на центральной длине волны, но и на других гармонических длинах волн. 
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Введение 

Дифракционные оптические элементы (ДОЭ) широко используются при решении различных задач 
по преобразованию и фокусировке лазерного излучения [1–4]. Как правило, ДОЭ выполняются в виде фазового 
дифракционного микрорельефа на некоторой подложке, осуществляющего фазовую модуляцию падающего 
светового пучка. Задача расчета ДОЭ относится к классу обратных задач скалярной теории дифракции и состоит 
в расчете такой функции фазовой модуляции (далее просто фазовой функции), которая обеспечивает 
формирование светового поля с заданными характеристиками (например, с заданным распределением 
интенсивности в заданной плоскости). Для расчета фазовой функции ДОЭ были предложены различные 
итерационные градиентные алгоритмы, включающие «классический» алгоритм Гершберга–Сакстона, алгоритм 
уменьшения ошибки и их модификации [5–12]. При этом функция высоты дифракционного микрорельефа ДОЭ 
однозначно определяется фазовой функцией, а в приближении тонкого оптического элемента – прямо 
пропорциональна фазовой функции. 

В большинстве случаев ДОЭ рассчитываются для работы с излучением одной заданной длины волны . 
Это ограничивает функциональные возможности ДОЭ и сужает область их применения. Поэтому большой 
интерес представляет разработка методов дизайна ДОЭ, позволяющих работать с излучением различных длин 
волн. Хорошо известным оптическим элементом для работы с излучением нескольких различных длин волн 
является т.н. гармоническая дифракционная линза (ГДЛ) [13–21]. Отметим, что «обычные» дифракционные 
линзы (ДЛ), осуществляющие на расчетной длине волны модуляцию светового поля по модулю 2, имеют 
большие хроматические аберрации, которые проявляются в смещении фокуса вдоль оптической оси, в снижении 
интенсивности и деградации формы фокального пятна. В отличие от обычных ДЛ, ГДЛ имеют большую высоту 
дифракционного микрорельефа и осуществляют фазовую модуляцию светового поля по модулю 2M, где M > 1. 
ГДЛ можно рассматривать как своеобразный гибрид обычной дифракционной линзы (M=1) и тонкой 
рефракционной линзы, которая получается из ГДЛ при 𝑀 ≫ 1. ГДЛ обладают меньшими хроматическими 
аберрациями и позволяют в различных порядках дифракции сфокусировать в одном фиксированном фокусе 
излучение несколько различных (т.н. гармонических) длин волн. Отметим, что данные длины волн не 
произвольны, а задаются аналитической формулой, зависящей от M и  [13 – 20]. 
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В настоящей работе рассматривается расчет гармонических ДОЭ, обобщающих ГДЛ и предназначенных для 
формирования заданного распределения интенсивности на гармонических длинах волн. Отметим, что при 
расчете фазы ДОЭ стандартным итерационным или градиентным алгоритмом получаемая фазовая функция, как 
правило, имеет крайне нерегулярный вид и приведена к интервалу [0, 2). При этом даже просто формальный 
переход к фазовой функции по модулю 2M, M > 1требует «развертки» такой фазы, что является нетривиальной 
задачей. Чтобы избежать данной проблемы, в настоящей статье для расчета гармонических ДОЭ фазовая 
функция задается в виде разложения по некоторой системе гладких и дифференцируемых функций. 
Коэффициенты в этом разложении рассматриваются как параметры оптимизации и рассчитываются 
градиентным методом из условия минимизации функции ошибки, представляющей отличие формируемого 
и заданного распределений интенсивности. При этом для производных функции ошибки получены явные 
выражения. Получаемая при таком расчете фазовая функция является гладкой, и на основе её приведения 
к интервалу [0, 2M) при заданном M можно получить гармонический ДОЭ. Представленные в работе результаты 
численного моделирования показывают, что гармонические ДОЭ, рассчитанные для длины волны , в общем 
сохраняют свою работоспособность на гармонических длинах волн, хотя и при заметном снижении качества 
формируемого распределения интенсивности. При этом установлено, что для хорошей работоспособности ДОЭ 
на нескольких заданных гармонических длинах функция ошибки должна в явном виде учитывать вид 
формируемых распределений интенсивности на этих длинах волн и, соответственно, оптимизироваться 
одновременно на нескольких длинах волн. 

1. Градиентный метод расчета ДОЭ с фазовой функцией в виде отрезка функционального ряда 

Задачу расчета ДОЭ, предназначенного для формирования заданного распределения интенсивности, 
будем рассматривать как задачу расчета фазовой функции светового поля, формируемого ДОЭ. Пусть при 
длине волны  ДОЭ формирует в прилегающей к нему плоскости z = 0 световое поле с комплексной 
амплитудой 𝑤଴ሺ𝐮ሻ ൌ 𝐴ሺ𝐮ሻexpሺ𝑖φሺ𝐮ሻሻ, 𝐮 ∈ 𝐺, где функции 𝐴ሺ𝐮ሻ и φሺ𝐮ሻ представляют амплитуду и фазу 
сформированного поля. Здесь 𝐮 ൌ ሺ𝑢, 𝑣ሻ – декартовы координаты, а область G задает апертуру ДОЭ. Задача состоит 
в расчете фазовой функции φሺ𝐮ሻ,𝐮 ∈ 𝐺, обеспечивающей формирование в плоскости z = f светового поля с заданным 
распределением интенсивности 𝐼ሺ𝐱ሻ, 𝐱 ∈ 𝐷, где 𝐱 ൌ ሺ𝑥,𝑦ሻ – декартовы координаты в данной плоскости.  

 
Рис. 1. (а) Геометрия задачи расчета ДОЭ. (б) Требуемое распределение интенсивности 

Будем считать, что фазовая функция представлена в виде конечного разложения по некоторой системе 
гладких и дифференцируемых функций 

φሺ𝐮;𝐩ሻ ൌ ∑ 𝑝௠,௡𝐵௠,௡ሺ𝐮ሻ௠,௡ ,  (1) 

где 𝑚 ൌ 0, . . . ,𝑀, 𝑛 ൌ 0, . . . ,𝑁, а 𝐩 – вектор, составленный из коэффициентов 𝑝௠,௡. В качестве функций 𝐵௠,௡ሺ𝐮ሻ 
можно, например, использовать полиномиальные функции, сплайны, тригонометрические функции и т.д. 
Коэффициенты разложения 𝑝௠,௡ будем рассматривать как параметры оптимизации, и, соответственно, задача 
расчета фазовой функции сводится к расчету данных параметров. В приближении Френеля–Кирхгофа скалярной 
теории дифракции комплексная амплитуда поля в выходной плоскости z = f описывается следующим интегралом 
свертки: 

𝑤୰ୣ୸ሺ𝐱;𝐩ሻ ൌ ∬ 𝐴ሺ𝐮ሻ𝑒௜஦ሺ𝐮;𝐩ሻ𝑅ሺ𝐱 െ 𝐮ሻ𝑑ଶ𝐮
ீ

,  (2) 

где  

𝑅ሺ𝐮ሻ ൌ
௞బ௘೔ೖబ೑

ଶ஠௜௙
exp ቀ

௜௞బ
ଶ௙
𝐮ଶቁ, (3) 

где 𝑘଴ ൌ 2π/λ଴ – волновое число. Отметим, что вектор параметров фазовой функции p внесен в выражение 
для комплексной амплитуды формируемого поля 𝑤୰ୣ୸ሺ𝐱;𝐩ሻ, чтобы явно подчеркнуть зависимость формируемого 
поля от данных параметров. Пусть ошибка формирования заданного распределения интенсивности 
представляется следующей квадратичной функцией ошибки  
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εሺ𝐩ሻ ൌ ∬ሾ𝐼୰ୣ୸ሺ𝐱;𝐩ሻ െ 𝐼ሺ𝐱ሻሿଶ𝑑ଶ𝐱,  (4) 

где 𝐼௥௘௭ሺ𝐱;𝐩ሻ ൌ |𝑤௥௘௭ሺ𝐱;𝐩ሻ|ଶ – формируемое распределение интенсивности при некотором векторе параметров p. 
Далее задачу расчета фазовой функции (1) будем рассматривать как задачу минимизации функции ошибки 

εሺ𝐩ሻ → min
𝐩

.  (5) 

Для решения задачи (5) будем использовать градиентный метод. Для этого вычислим производные функции 
ошибки  

பகሺ𝐩ሻ

ப௣೘,೙
ൌ ∬

ப

ப௣೘,೙
ሾ𝐼୰ୣ୸ሺ𝐱;𝐩ሻ െ 𝐼ሺ𝐱ሻሿଶ𝑑ଶ𝐱 ൌ ∬ 2ሾ𝐼௥௘௭ሺ𝐱;𝐩ሻ െ 𝐼ሺ𝐱ሻሿ

ப

ப௣೘,೙
ሾ𝑤୰ୣ୸ሺ𝐱;𝐩ሻ ⋅ 𝑤୰ୣ୸∗ ሺ𝐱;𝐩ሻሿ𝑑ଶ𝐱 ൌ

ൌ 4Re ൬∬ሾ𝐼୰ୣ୸ሺ𝐱;𝐩ሻ െ 𝐼ሺ𝐱ሻሿ ൤
ப௪౨౛౰ሺ𝐱;𝐩ሻ

ப௣೘,೙
𝑤୰ୣ୸∗ ሺ𝐱;𝐩ሻ൨ 𝑑ଶ𝐱൰2Re ൬∬

ப௪౨౛౰ሺ𝐱;𝐩ሻ

ப௣೘,೙
𝑈∗ሺ𝐱;𝐩ሻ𝑑ଶ𝐱൰ ,

 (6) 

где 𝑈ሺ𝐱;𝐩ሻ ൌ 2ሾ𝐼௥௘௭ሺ𝐱;𝐩ሻ െ 𝐼ሺ𝐱ሻሿ𝑤௥௘௭ሺ𝐱;𝐩ሻ. 
Из (1) – (3) легко видеть, что  

ப௪ೝ೐೥ሺ𝐱;𝐩ሻ

డ௣೘,೙
ൌ ∬ 𝐴ሺ𝐮ሻ

ப

ப௣೘,೙
ൣ𝑒௜஦ሺ𝐮;𝐩ሻ൧𝑅ሺ𝐱 െ 𝐮ሻ𝑑ଶ𝐮

ீ
ൌ ∬ 𝐴ሺ𝐮ሻ𝑒௜஦ሺ𝐮;𝐩ሻ𝑖𝐵௠,௡ሺ𝐮ሻ𝑅ሺ𝐱 െ 𝐮ሻ𝑑ଶ𝐮

ீ
. (7) 

Подставляя (7) в (6) и меняя порядок интегрирования, получим производные функции ошибки в виде: 

பகሺ𝐩ሻ

ப௣೘,೙
ൌ 2Re൫∬𝐴ሺ𝐮ሻ𝑒௜஦ሺ𝐮;𝐩ሻ𝑖𝐵௠,௡ሺ𝐮ሻ𝑄∗ሺ𝐮;𝐩ሻ𝑑ଶ𝐮൯ ൌ

ൌ ∬𝐴ሺ𝐮ሻ𝐵௠,௡ሺ𝐮ሻ|𝑄ሺ𝐮;𝐩ሻ|sin൫φሺ𝐮;𝐩ሻ െ argሺ𝑄ሺ𝐮;𝐩ሻሻ൯𝑑ଶ𝐮 ,
 (8) 

где  

𝑄ሺ𝐮;𝐩ሻ ൌ ∬𝑈ሺ𝐱;𝐩ሻ𝑅∗ሺ𝐱 െ 𝐮ሻ𝑑ଶ𝐱,  (9) 

а функция 𝑈ሺ𝐱;𝐩ሻ определена непосредственно после формулы (6).  
Таким образом, расчет производных функции ошибки осуществляется по формулам (8), (9). Отметим, 

что вместо градиентного метода можно использовать его улучшенные варианты, в частности, метод адаптивной 
оценки моментов (англ. Adaptive Moment Estimation, ADAM) [21]. 

2. Гармонические ДОЭ 

При использовании для расчета ДОЭ «обычного» градиентного или итерационного алгоритма получаемая 
фазовая функция имеет нерегулярный вид и приведена к интервалу ሾ0, 2πሻ. При параметрическом представлении 
фазы (1), например, в виде полиномов или сплайнов, градиентный метод позволит рассчитать непрерывную 
фазовую функцию, не приведённую к интервалу ሾ0, 2πሻ. Из такой фазовой функции можно получить 
«гармонический» ДОЭ, описываемый следующей функцией высоты дифракционного микрорельефа  

ℎሺ𝐮ሻ ൌ
஛బ

ଶ஠ሺ௡ିଵሻ
modଶ஠ெሾφሺ𝐮ሻሿ,  (10) 

где n – показатель преломления материала ДОЭ, а M – натуральное число. При M > 1 ДОЭ (10) можно 
рассматривать как обобщение гармонической дифракционной линзы (ГДЛ), которая получается из (10) 

при φሺ𝐮ሻ ൌ φ୪ୣ୬ୱሺ𝐮ሻ, где φ୪ୣ୬ୱሺ𝐮ሻ ൌ െ
ଶ஠

஛బ

𝐮మ

ଶ௙
 – фазовая функция линзы. У обычной дифракционной линзы (М = 1) 

при изменении длины волны падающего излучения изменяется положение фокуса и формируются 
дополнительные «паразитные» порядки дифракции [17–19]. В то же время ГДЛ (М > 1), если пренебречь 
дисперсией материала, при т.н. гармонических длинах волн 

λ௠ ൌ λ଴𝑀/𝑚,𝑚 ൌ 1,2, . ..  (11) 

направляет всю энергию падающего пучка в один и тот же фокус заданного положения. По сравнению 
с обычными дифракционными линзами, имеющими максимальную высоту микрорельефа λ଴/ሺ𝑛 െ 1ሻ, 
максимальная высота микрорельефа ГДЛ в М раз больше, что позволяет «сохранять» неизменными углы 
дифракции на зонах микрорельефа при гармонических длинах волн (11) в различных дифракционных 
порядках [17–19].  

Рассмотренный выше градиентный метод расчета ДОЭ позволяет получить фазовую функцию, которая 
обеспечивает формирование заданного распределения интенсивности только на расчетной длине волны λ଴. 
При λ ് λ଴ формируемый ДОЭ набег фаз имеет вид 

φ஛ሺ𝐮ሻ ൌ
ଶ஠

஛
ሺ𝑛 െ 1ሻℎሺ𝐮ሻ ൌ

஛బ
஛

modଶ஠ெሾφሺ𝐮ሻሿ ൌ
஛బ
஛
𝑀modଶ஠ ቂ

஦ሺ𝐮ሻ

ெ
ቃ.  (12) 
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Для описания функционирования ДОЭ при λ ് λ଴ представим функцию комплексного пропускания ДОЭ 

𝑇஛ሺ𝐮ሻ ൌ expሺ𝑖φ஛ሺ𝐮ሻሻ ൌ exp ቀ𝑖
஛బ
஛
𝑀modଶ஠ ቂ

஦ሺ𝐮ሻ

ெ
ቃቁ в виде разложения в ряд Фурье по переменной 

ξ ൌ modଶ஠ሾφሺ𝐮ሻ 𝑀⁄ ሿ ∈ ሾ0,2πሻ [8, 22]: 

𝑇஛ሺ𝐮ሻ ൌ ∑ 𝑐௟ሺλሻexp ቀ𝑖𝑙
஦ሺ𝐮ሻ

ெ
ቁஶ

௟ୀିஶ , (13) 

где  

𝑐௟ሺλሻ ൌ
ଵ

ଶ஠
׬ exp ቄ𝑖

஛బ
஛
𝑀ξ െ 𝑖𝑙ξቅ 𝑑ξ

ଶ஠
଴

 – (14) 

коэффициенты Фурье функции exp ቀ𝑖
஛బ
஛
𝑀ξቁ , ξ ∈ ሾ0,2πሻ. Таким образом, в общем случае при λ ് λ଴ 

гармонический ДОЭ формирует бесконечный набор пучков (дифракционных порядков) с фазовыми функциями 

φ஛,௟ሺ𝐮ሻ ൌ 𝑙
஦ሺ𝐮ሻ

ெ
. В то же время при гармонической длине волны λ ൌ λ௠ ൌ λ଴𝑀/𝑚 𝑐௠ሺλ௠ሻ ൌ 1 и в разложении 

(0,13) остается единственный ненулевой член с фазовой функцией φ஛೘,௠ሺ𝐮ሻ ൌ 𝑚
஦ሺ𝐮ሻ

ெ
. Для понимания вида 

формируемого распределения интенсивности при фазовой функции φ஛೘,௠ሺ𝐮ሻ представим исходную фазовую 

функцию φሺ𝐮ሻ, рассчитанную для λ ൌ λ଴, в виде φሺ𝐮ሻ ൌ
ଶ஠

஛బ
Ψሺ𝐮ሻ, где функция Ψሺ𝐮ሻ в приближении 

геометрической оптики соответствует эйконалу и описывает изменение оптической длины пути светового пучка 
при прохождении через ДОЭ. В этом случае фаза пучка φ஛೘,௠ሺ𝐮ሻ, формируемого ДОЭ при гармонической длине 

волны, может быть записана в виде φ஛೘,௠ሺ𝐮ሻ ൌ
ଶ஠

஛೘
Ψሺ𝐮ሻ. Таким образом, по крайней мере в приближении 

геометрической оптики, гармонический ДОЭ при гармонических длинах волн λ ൌ λ௠ ൌ λ଴𝑀/𝑚 обеспечит 
формирование такого же распределения интенсивности, как и при расчетной длине волны λ଴. При гладкой 
фазовой функции (1), определенной, например, в виде суперпозиции B-сплайнов, дифракционные эффекты будут 
относительно небольшими и поэтому можно ожидать, что гармонический ДОЭ, рассчитанный при длине волны 
λ଴ ൌ λெ, будет сохранять свои рабочие характеристики и при λ ൌ λ௠, 𝑚 ് 𝑀. 

В заключение настоящего параграфа напомним, что использованное выражение для гармонических длин волн 
(11) не учитывает дисперсию показателя преломления материала элемента. Несложно показать, что её учёт 
приведёт к следующему нелинейному уравнению для гармонических длин волн: 

λ௠ ൌ λ଴
ெ

௠

௡ሺ஛೘ሻିଵ

௡ሺ஛బሻିଵ
,  (15) 

где 𝑛ሺλሻ – значение показателя преломления материала ДОЭ при длине волны . Используя для показателя 
преломления модель Коши 𝑛ሺλሻ ൌ 𝐴 ൅ 𝐵/λଶ, можно получить для гармонических длин волн кубическое 
уравнение, решение которого может быть записано в аналитическом виде с использованием формул Кардано. 
Тем не менее далее для простоты в примерах расчета мы будем считать показатель преломления материала ДОЭ 
постоянным и использовать для гармонических длин волн «обычное» выражение (11). 

3. Примеры расчета 

В данном параграфе мы рассмотрим примеры расчета гармонических ДОЭ для формирования при длине 
волны λ଴ ൌ 532 нм в плоскости z = f = 140 мм светового поля с распределением интенсивности в виде эмблемы 
Самарского университета (рис. 1б). Фазовая функция ДОЭ была задана в квадратной области с размером стороны 
а = 12 мм в виде следующей двумерной суперпозиции B-сплайнов: 

φሺ𝐮;𝐩ሻ ൌ ∑ 𝑝௠,௡𝐵௠,௤ሺ𝑢ሻ𝐵௡,௤ሺ𝑣ሻ
ேା௤ିଶ
௠,௡ୀ଴ ,  (16) 

где 𝐵௠,௤ሺ𝑡ሻ – B-сплайны порядка q [23], заданные на эквидистантной сетке 𝑡௜ ൌ െ𝑎/2 ൅ 𝑖 𝑎 ሺ𝑁 െ 1ሻ,⁄   
  𝑖 ൌ 0, . . . ,𝑁 െ 1 из N узлов. При расчете использовались сплайны 3-го порядка. Расчет ДОЭ осуществлялся 
рассмотренным в параграфе 1 градиентным методом при освещающем пучке с постоянной интенсивностью. 
Расчет осуществлялся в несколько этапов с последовательным увеличением числа узлов от N=10 на первом шаге 
(в этом случае число оптимизируемых коэффициентов 𝑝௠,௡ равно 144) до N = 320 на последнем 5-м шаге (число 
оптимизируемых коэффициентов – 3222 = 103684). Такой подход (с постепенным увеличением числа параметров) 
улучшает сходимость метода и позволяет понять размер сплайновых сеток, требуемый для формирования 
заданного распределения интенсивности с заданным качеством. Для расчета формируемых распределений 
интенсивности и световых полей, входящих в выражение для градиента (8), (9), использовался т.н. sinc-метод 
численного расчета интеграла Френеля–Кирхгофа [24] при расчетных сетках 2400 × 2400 с шагом 5 мкм. На рис. 2 
в качестве примера показана «эволюция» фазовой функции, рассчитанной градиентным методом, и 
формируемого распределения интенсивности в зависимости от числа узлов N в сплайновых сетках. В верхней 
части рис. 2б, г, е, з, представляющих распределения интенсивности, формируемые ДОЭ, рассчитанными при 



https://computeroptics.ru 1757 journal@computeroptics.ru 

Компьютерная оптика. – 2026. – Т. 50, № 3. 5 Computer Optics 2026; 50(3). 

различном числе узлов N, указаны значения энергетической эффективности E и нормированного 
среднеквадратичного отклонения (НСКО)  формируемого распределения интенсивности от требуемого 
распределения на рис. 1б. Под энергетической эффективностью E мы понимаем долю энергии освещающего 
пучка (в процентах), попавшую в область требуемого распределения. Можно видеть, что при N=320 формируется 
распределение интенсивности высокого качества ( = 11,22 %, E = 89,78 %). Хорошо выглядит и распределение 
интенсивности, формируемое при N = 160. В этом случае энергетическая эффективность близка к 88 %, а НСКО 
составляет 14 %. Таким образом, представленные примеры демонстрируют работоспособность градиентного 
метода и возможность расчета ДОЭ с гладкой фазовой функции в виде сплайнов для формирования сложных 
распределений интенсивности. 

Отметим, что фазовые функции ДОЭ на рис. 2 показаны по модулю 10 и таким образом соответствуют 
гармоническим ДОЭ при M = 5. Исследуем работу гармонических ДОЭ при гармонических длинах волн λ௠ ് λ଴ 
на примере ДОЭ, рассчитанного при N = 160 (рис. 2д, е). Оценку рабочих характеристик ДОЭ выполним для длин 
волн λ଺ ൌ 5λ଴/6 ൎ 443 нм и λସ ൌ 5λ଴/4 ൌ 665 нм (данные длины волн являются наиболее близкими к расчетной 
длине волны λ଴ ൌ λହ ൌ 532 нм и представляют наибольший интерес). 

 
Рис. 2. Рассчитанные фазовые функции по модулю 2M, M = 5 и формируемые распределения интенсивности при числе 

узлов в сплайновых сетках N = 40 a), б), N = 80 в), г), N = 160 д), е) и N = 320 ж), з) 

 
Рис. 3. Распределения интенсивности, формируемые ДОЭ на рис. 2д при гармонических длинах волн 𝜆଺ ൎ 443 нм (а), 

𝜆ହ ൌ 𝜆଴ ൌ 532 нм(в) и 𝜆ସ ൌ 5𝜆଴/4 ൌ 665 нм (д), а также при промежуточных длинах волн 𝜆̅ଵ ൎ 488 нм (б) 
и 𝜆̅ଶ ൎ 598 нм(г) 

На рис. 3 показаны формируемые ДОЭ распределения интенсивности при указанных гармонических длинах 
волн, а также при длинах волн λതଵ ൌ ሺλ଺ ൅ λ଴ሻ/2 ൎ 488 нм и λതଶ ൌ ሺλ଴ ൅ λସሻ/2 ൎ 598 нм, расположенных 
посередине между гармоническими и расчетной длинами волн. Для удобства сравнения распределений на рис. 3в 
также показано распределение, формируемое на расчетной длине волне λ଴ ൌ λହ и совпадающее с распределением 
на рис. 2е. Можно видеть, что при гармонических длинах волн ДОЭ по-прежнему формирует заданное 
распределение интенсивности с высокой энергетической эффективностью (более 85 %), но при значительно 
более высоком НСКО, составляющем почти 47 % при λ଺ ൎ 443 нм и около 39 % при λସ ൌ 665 нм. Важно 
отметить, что данные распределения оказываются намного лучше, чем распределения, формируемые 
на промежуточных (не гармонических) длинах волн λതଵ, λതଶ. Несмотря на то, что эти длины волн расположены 
ближе к расчетной длине волны λ଴ ൌ 532 нм, формируемые при них распределения интенсивности 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

N = 40 N = 80 N = 160 N = 320

E = 74,80 %, = 52,98 % E = 85,10 %, = 26,36 % E = 87,86 %, = 14,00 % E = 89,78 %,  = 11,22 %

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  443
E = 88,07 %, = 46,87 %

  488
E = 82,36 %, = 73,10 %

 = 532
E = 87,86 %, = 14,00 %

  598
E = 82,32 %, = 70,10 %

 = 665
E = 85,74 %, = 39,33 %
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характеризуются высокими значениями НСКО , превышающими 70 %. Такие высокие значения НСКО 
обусловлены тем, что на промежуточных длинах волн формируются дополнительные (т.н. паразитные) порядки 
дифракции (см. формулы (13), (14)), которые в выходной плоскости накладываются на полезное распределение 
и интерферируют с ним. Таким образом, можно сказать, что рассчитанный ДОЭ сохраняет свою 
работоспособность при гармонических длинах волн, хотя и при более высоких значениях НСКО. Увеличение 
НСКО обусловлено тем, что факт сохранения формируемого распределения интенсивности для гармонических 
длин волн имеет место только в приближении геометрической оптики. При этом фазовая функция исследуемого 
ДОЭ (рис. 2в), несмотря на гладкость, была рассчитана в приближении скалярной теории дифракции. В этой 
связи также интересно отметить, что ДОЭ, рассчитанный при N = 320 (рис. 2ж, з), на гармонических длинах волн 
λ଺ и λସ имеет несколько худшие рабочие характеристики по сравнению с рассмотренным ДОЭ, рассчитанным 
при N = 160 (рис. 2д, е). В частности, значения НСКО формируемых распределений интенсивности при N = 320 
составляют около 55 % при λ଺ ൎ 443 нм и около 48 % при λସ ൌ 665 нм (для краткости изложения данные 
распределения не показаны в статье). Это обусловлено тем, что фазовая функция ДОЭ при N = 320 (рис. 2ж) 
является более сложной и лучше учитывает эффекты дифракции на расчетной длине волны (сравни 
распределения на рис. 2е и рис. 2з). Вследствие этого фазовая функция ДОЭ, рассчитанного при N = 320, 
оказывается «более далекой» от геометрооптического приближения по сравнению с фазовой функцией, 
рассчитанной при N = 160.  

Приведенные результаты работы гармонического ДОЭ (рис. 3) показывают необходимость улучшения 
формируемых распределений при гармонических длинах волн λ௠ ് λ଴. Это может быть достигнуто за счет 
изменения функции ошибки, которая должна в явном виде учитывать вид формируемых распределений 
интенсивности на требуемых гармонических длинах волн. Обозначим 𝐼୰ୣ୸,஛ೕሺ𝐱;𝐩ሻ распределение интенсивности, 

формируемое ДОЭ при гармонической длине волны. Ошибку формирования заданного распределения 
интенсивности при λ ൌ λ௝ представим, как и ранее, квадратичной функцией ошибки  

ε஛ೕሺ𝐩ሻ ൌ ∬ቂ𝐼୰ୣ୸,஛ౠሺ𝐱;𝐩ሻ െ 𝐼ሺ𝐱ሻቃ
ଶ
𝑑ଶ𝐱. (17) 

Для учета вида формируемых распределений интенсивности на нескольких заданных гармонических длинах 
волн будем использовать следующую функцию ошибки: 

ε௛௔௥௠ሺ𝐩ሻ ൌ ∑ ε஛ೕሺ𝐩ሻ௝∈௃ , (18) 

где J – заданное множество индексов рассматриваемых гармонических длин волн. Отметим, что производные 
функции ошибки ε௛௔௥௠ሺ𝐩ሻ по параметрам 𝑝௠,௡ (по коэффициентам сплайнов в (16)) соответствуют сумме 
производных слагаемых 

பக೓ೌೝ೘ሺ𝐩ሻ

ப௣೘,೙
ൌ ∑

பகಓೕሺ𝐩ሻ

ப௣೘,೙
௝∈ு , (19) 

где производные слагаемых ∂ε஛೘ ∂𝑝௠,௡⁄  вычисляются по ранее полученным формулам (8), (9). На основе 
минимизации функции ошибки (18) при 𝐽 ൌ ሼ4,5,6ሽ градиентным методом была рассчитана фазовая функция 
гармонического ДОЭ при N = 160, обеспечивающая формирование заданного распределения интенсивности 
(рис. 1б) при трех гармонических длинах волн λ଺ ൌ 5λ଴/6 ൎ 443 нм, λ଴ ൌ λହ ൌ 532 нм и λସ ൌ 5λ଴/4 ൌ 665 нм. 
При этом расчет градиента осуществлялся по формулам (18), (8), (9), а в качестве начального приближения 
использовалась фазовая функция ранее рассчитанного гармонического ДОЭ (см. рис. 2д и рис. 3). На рис. 4 
показана фазовая функция ДОЭ, рассчитанного при функции ошибки (18), а на рис. 5 – формируемые им 
распределения интенсивности на различных длинах волн. Можно видеть, что полученная фазовая функция 
(рис. 4) осталась похожей на начальное приближение (рис. 2д), но стала более сглаженной. При этом 
распределения интенсивности, формируемые на гармонических длинах волн λ଺ и λସ (рис. 5а, д), стали 
значительно лучше распределений на рис. 3а, д, формируемых «обычным» гармоническим ДОЭ, рассчитанным 
на основе минимизации функции ошибки (4). В частности, уменьшение значений НСКО  для распределений 
интенсивности на рис. 5а, д, по сравнению с распределениями на рис. 3 а,д, составляет около 2 раз. 
Для центральной длины волны λ଴ ൌ λହ ൌ 532 нм формируемое распределение интенсивности (рис. 5в) немного 
ухудшилось, но увеличение НСКО, по сравнению с распределением на рис. 3в, составляет менее 1,5 %. 
Для промежуточных (не гармонических) длин волн λതଵ, λതଶ рассчитанный ДОЭ (рис. 4) по-прежнему можно 
назвать неработоспособным, поскольку формируемые распределения интенсивности сильно отличаются 
от требуемого распределения (значения НСКО  по сравнению с рис. 3 для данных длин волн даже несколько 
ухудшились и составляют около 80 %). Тем не менее представленный пример показывает, что использование 
в расчете функции ошибки функции (0,18), явно учитывающей вид формируемых распределений при длинах 
волн λ௠ ് λ଴, позволяет рассчитывать ДОЭ, формирующие на заданных гармонических длинах волн сложные 
распределения интенсивности с достаточно хорошим качеством (при энергетической эффективности около 85 % 
и среднеквадратичной ошибке в 15 – 20 %).  
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В заключение отметим, что авторы пробовали ввести в функцию ошибки (18) слагаемые вида (17), 
отвечающие за формирование заданного распределения интенсивности также при негармонических длинах волн 
λതଵ ൎ 488 нм и λതଶ ൎ 598 нм. В этом случае оптимизация функции ошибки не привела к заметному улучшению 
распределений интенсивности, формируемых при негармонических длинах волн (значения НСКО при λതଵ, λതଶ 
снизились на 7 – 8 %, но по-прежнему остались более 70 %). Таким образом, дизайн ДОЭ, работающих 
при негармонических длинах волн, требует разработки более сложных подходов, основанных, например, 
на использовании каскадных структур [12].  

 
Рис. 4. Фазовая функция ДОЭ по модулю 10(M = 5), рассчитанная при функции ошибки (18) 

 
Рис. 5. Распределения интенсивности, формируемые ДОЭ на рис. 5 при гармонических длинах волн 𝜆଺ ൎ 443 нм (а),  

𝜆ହ ൌ 𝜆଴ ൌ 532 нм(в) и 𝜆ସ ൌ 5𝜆଴/4 ൌ 665 нм (д), а также при промежуточных длинах волн 𝜆̅ଵ ൎ 488 нм (б) 
и 𝜆̅ଶ ൎ 598 нм(г) 

Заключение 

Разработан метод расчета ДОЭ, предназначенных для формирования заданных распределений интенсивности 
и имеющих гладкую фазовую функцию, заданную в виде разложения по некоторой системе гладких 
и дифференцируемых функций (в виде отрезка функционального ряда). В рамках метода коэффициенты 
разложения рассматриваются как параметры оптимизации и рассчитываются градиентным методом из условия 
минимизации функции ошибки, представляющей отличие формируемого и заданного распределений 
интенсивности. При этом для производных функции ошибки получены явные аналитические выражения. 
Рассмотрено применение предложенного метода к задаче расчета гармонических ДОЭ, обобщающих 
гармонические дифракционные линзы и предназначенные для формирования заданного распределения 
интенсивности при нескольких гармонических длинах волн. Представлены примеры расчета гармонических ДОЭ 
с гладкой фазовой функцией в виде суммы B-сплайнов, формирующие распределение интенсивности в виде 
эмблемы Самарского университета. Показано, что такие ДОЭ, рассчитанные для «центральной» длины волны λ଴, 
сохраняют свою работоспособность при ближайших гармонических длинах волн λ௠ ് λ଴. В то же время 
распределения интенсивности, формируемые при длинах волн λ௠ ് λ଴, имеют худшее качество (при λ௠ ് λ଴ 
среднеквадратичное отклонение формируемого распределения интенсивности от заданного распределения 
увеличивается в несколько раз по сравнению со случаем расчетной длины волны λ଴). Показано, что для расчета 
гармонических ДОЭ, имеющих хорошие рабочие характеристики не только на центральной длине волны λ଴, 
но и при λ௠ ് λ଴, необходимо в оптимизируемую функцию ошибки включить дополнительные слагаемые, 
описывающие ошибку формируемых распределений интенсивности на заданных гармонических длинах волн. 
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Abstract 

A method for designing diffractive optical elements with a smooth phase function is proposed. 
The method generalizes harmonic diffractive lenses and is intended for generating a specified 
intensity distribution at multiple harmonic wavelengths. Within this method, the phase function is 
defined as an expansion in a system of smooth and differentiable functions. The expansion 
coefficients are treated as optimization parameters and are computed using a gradient-based method 
to minimize an error function representing the discrepancy between the generated and target 
intensity distributions. Examples of element designs with a phase function represented as a sum of 
B-splines are presented. It is shown that for the effective performance of said elements, the error 
function must explicitly account for the generated intensity distributions not only at the central 
wavelength but also at other harmonic wavelengths. 
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target intensity distribution, gradient method. 
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