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Аннотация 

В работе показано, что при дифракции плоской волны на непрозрачном экране с 
прямоугольным краем на любом расстоянии от плоскости экрана вдоль оптической оси в 
плоскости, параллельной экрану, в прошедшем свете формируется множество полос, 
параллельных краю экрана, с отрицательным (обратным) каноническим потоком энергии. 
Причем локальный период следования этих полос уменьшается при удалении от края и 
первая полоса с обратным каноническим потоком энергии удаляется от края при увеличении 
расстояния вдоль оптической оси. Показано, что обратный поток формируется в тех областях 
картины дифракции, где модуляция фазы и интенсивности меньше длины волны, то есть там, 
где локальный волновой вектор, рассчитанный как градиент фазы, больше волнового вектора 
падающей волны. 
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Введение 

Начиная с работ Игнатовского [1] и Ричардса и Вольфа [2] в оптике стали задумываться, почему при 
некоторых условиях вектор Пойнтинга [3] имеет отрицательные значения. Так как вектор Пойнтинга входит в 
дифференциальный и интегральный законы сохранения энергии [4], то его связывают с потоком энергии. С 
другой стороны, вектор Пойнтинга определен с точностью до ротора от любой аналитической функции, так 
как дивергенция от ротора всегда равна нулю [5]. Обратный поток (отрицательные значения вектора 
Пойнтинга) был обнаружен у векторных пучков Бесселя [6], у других векторных пучков [7 – 9], в остром фокусе 
на оптической оси [10, 11]. Но строгое моделирование показало, что этот обратный поток энергии не может 
перемещать микрочастицу в обратном направлении (оптический трактор) [12, 13]. В работах Бекшаева [14] 
было показано, что вектор Пойнтинга состоит из суммы двух векторов: орбитального потока энергии 
(канонический поток энергии) и потока спина. Канонический поток энергии пропорционален интенсивности, 
умноженной на градиент фазы, то есть направлен по волновому вектору светового поля [15]. А поток спина 
пропорционален ротору от спинового углового момента, и поэтому не может участвовать в переносе энергии. 
В работе [16] было показано, что отрицательные значения вектора Пойнтинга в остром фокусе возникают, 
когда поток спина направлен в обратном направлении оптической оси и больше по модулю, чем прямой 
канонический поток энергии. 

В данной работе рассмотрена 2D-дифракция ТЕ-поляризованной плоской волны на непрозрачном экране 
с прямолинейным краем [4]. Эта задача имеет аналитическое решение через интегралы Френеля. Поэтому 
можно аналитически получить выражение для канонического потока энергии и найти параметры, при которых 
формируется обратный канонический поток энергии. Мы показали, что обратный канонический поток энергии 
формируется в тех местах картины дифракции, где модуляция интенсивности и фазы из-за дифракции на краю 
экрана меньше длины волны. В этих местах локальный волновой вектор больше волнового вектора падающей 
волны. В этом нет ничего странного, так как известно, что у вихревого светового поля вблизи центра вихря 
(нулевой точки интенсивности) азимутальная проекция волнового вектора может достигать гигантской 
величины [17 – 22]. Также в работе показано (для сравнения), что в сечении обычного гауссова пучка на 
периферии формируется обратный канонический поток энергии, но интенсивность в области обратного потока 
почти нулевая.  

1. Дифракция Френеля на прямолинейном крае 

Комплексная амплитуда при скалярной дифракции Френеля плоской монохроматической волны 
на прямоугольном крае имеет вид [4]: 
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где k – волновое число, координата x в плоскости непрозрачного экрана (экран расположен при x < 0, и его край 
имеет координату x = 0), координата z перпендикулярна экрану (плоскость экрана находится при z = 0), вдоль 
координаты y ничего не меняется, Ey – линейная поляризация вдоль координаты y (ТЕ-поляризация), 𝑤 ൌ 𝑥ඥ2/λ𝑧, 
λ – длина волны. Интегралы Френеля в (1) имеют вид:  
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Хотя амплитуда светового поля получена как дифракция Френеля, выражение (1) можно использовать при 
любом малом z. Так как при стремлении z к нулю амплитуда поля (1) стремится к постоянному значению, то есть 
экран закрыл половину плоской волны с постоянной амплитудой, распределение интенсивности светового поля 
(1) будет иметь вид: 
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Из (3) видно, что картина интенсивности будет иметь одинаковую структуру при любом z и будет только 
изменяться масштабно и уменьшаться по величине с ростом расстояния z. Так как C(∞) = S(∞) = 1/2, то из (3) 
также видно, что при 𝑥 → ∞ интенсивность будет стремиться к постоянному значению 𝐼ሺ𝑥 → ∞, 𝑧ሻ ൌ 𝑧ିଶ при 
заданном z , а при x = 0 интенсивность всегда будет в 4 раза меньше, чем на бесконечности. Уравнение для 
нахождения экстремумов интенсивности найдем, приравнивая производную интенсивности (3) к нулю: 
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Из (4) получим трансцендентное уравнение для поиска экстремумов интенсивности: 
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Значение первого корня уравнения (5) можно приближенно оценить из таких соображений. Слева в (5) 
будет 1, при условии равенства C(w) = S(w), а они равны примерно при w = 1,26 (смотри таблицы интегралов в 
[23]). А справа в (5) тангенс будет равен –1 при w = 1,22. Поэтому координату xm первого (большего) локального 
максимума интенсивности можно приближенно найти из выражения: 
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2. Канонический поток энергии при дифракции света на прямолинейном крае 

Вектор Пойнтинга с точностью до несущественных констант состоит из двух векторов [15], 
которые описывают орбитальный поток энергии (канонический поток энергии) Por и поток спина Psp: 

𝑷 ൌ 𝑷௢௥ ൅ 𝑷௦௣ ൌ 𝐼𝑚ሺ𝑬∗ ⋅ ሺ𝛻ሻ𝑬ሻ ൅
ଵ

ଶ
ሺ𝛻 ൈ 𝑺ሻ,  𝑺 ൌ 𝐼𝑚ሺ𝑬∗ ൈ 𝑬ሻ. (7) 

Продольную проекцию орбитального потока энергии, согласно (7), будем искать по формуле: 
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Так как в нашем 2D-случае дифракции с TE-поляризацией остается только одна проекция вектора 
напряженности электрического поля (1), то подставляем ее в (8), получим: 
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Так как в (9) первое слагаемое в квадратных скобках всегда положительное, то отрицательные значения 
канонического потока энергии могут быть только тогда, когда и второе слагаемое в (9) в квадратных скобках тоже 
положительное и больше первого слагаемого. Найдем хоть одно значение параметров, входящих в (9), при которых 
значение выражения (9) отрицательное. Пусть, например, синус равен 1, а косинус нулю, тогда π𝑤ଶ/2 ൌ π/2, то 
есть w = 1. Отсюда найдем значение координаты x, в которой поток (9) может быть отрицательным: 

𝑥 ൌ ට஛௭

ଶ
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Так как картина дифракции плоской волны на прямолинейном крае получается как интерференция 
прошедшей мимо экрана участка плоской волны и расходящейся от края цилиндрической волны (край становится 
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источником вторичной волны), то отрицательная проекция волнового вектора на ось z вдали от экрана может 
быть только при отрицательных значениях z (экран расположен при z = 0). В этом случае свет края экрана 
распространяется в обратном направлении оси z. Это не обратный поток, а прямой поток энергии «назад». 
За экраном (при z > 0) и плоская волна, и свет от края экрана распространяются в прямом направлении оси z. 
И если может быть обратный канонический поток энергии при z > 0, то только из-за поверхностных 
(или затухающих) волн в близи плоскости z = 0. Поэтому выберем z = λ /30. При этом поперечная координата 
с учетом (10) будет равна: x = 0,13λ. Значения интегралов Френеля при w = 1 возьмем из таблиц [23]: C(w) = 0,78, 
S(w) = 0,44. Подставим эти значения в (9), получим отрицательную плотность канонического потока энергии: 
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Таких значений координаты x, при которых канонический поток энергии (9) имеет локальный отрицательный 
экстремум, будет счетное число. Причем при увеличении x будет увеличиваться и w, второе слагаемое в (9) будет все 
больше превышать по модулю первое слагаемое в квадратных скобках в (9). Действительно, интегралы Френеля при 
больших w >> 1 стремятся к половине: C(∞) = S(∞) = 1/2, тогда вместо (9) при больших w можно записать: 
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Из (12) видно, что при увеличении расстояния от края величина отрицательного потока энергии растет, 
так как растет w > 0. Также из (12) следует, что при условии, что синус равен 1, а косинус нулю, то есть в точках 
с координатами xm будут находиться локальные минимумы потока энергии (9), 
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если выполняется неравенство: 
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Из (14) видно, что при малых z (kz << 1) первый локальный отрицательный минимум потока энергии будет 
находиться вблизи начала координат, xm

 < λ, а при увеличении расстояния z поперечная координата (14), 
на которой будет первый отрицательный локальный минимум, будет удаляться от края экрана. 

3. Распределение продольной проекции волнового вектора 

Можно показать, что продольная проекция вектора канонического потока энергии (9) равна произведению 
интенсивности на производную фазы комплексной амплитуды светового поля (1), то есть: 
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Производная аргумента функции (1) по продольной координате z в (15) равна продольной проекции волнового 
вектора. То есть если второе слагаемое в круглых скобках в (15) положительное, то продольная проекция 
волнового вектора больше модуля этого волнового вектора. А это возможно, если в поле присутствуют 
поверхностные (затухающие) волны. Если второе слагаемое в круглых скобках в (15) отрицательное и больше 
по модулю, чем первое слагаемое к, то в этих точках формируется обратный канонический поток энергии. 
То есть обратный поток энергии формируется в тех областях распределения интенсивности, где локальный 
период модуляции интенсивности и фазы меньше длины волны. Причем чем меньше локальный период 
модуляции интенсивности и фазы (то есть фаза субволновая), тем больше по модулю обратный канонический 
поток энергии. Из (15) видно, что с ростом w или поперечной координаты x будет также расти вклад 
поверхностных волн локальным волновым вектором больше k и будет увеличиваться величина обратного 
канонического потока энергии. 

4. Обратный канонический поток энергии у гауссова пучка 

Чтобы показать, что обратный канонический поток явление универсальное, сравним две, казалось бы, очень 
разные задачи: дифракцию на краю и распространение параксиального гауссова пучка. Обратный канонический 
поток энергии имеет место на периферии и у обычного гауссова пучка с линейной поляризацией. 
Этот канонический обратный поток формируется вдали от оптической оси там, где интенсивность почти нулевая. 
Комплексная амплитуда гауссова пучка хорошо известна [24]: 
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𝐸୥ሺ𝑟, 𝑧ሻ ൌ
ଵ

௤ሺ௭ሻ
exp ቀ𝑖𝑘𝑧 െ

௥మ

௪మ௤ሺ௭ሻ
ቁ ,   𝑞ሺ𝑧ሻ ൌ 1 ൅ 𝑖

௭

௭బ
. (16) 

В (16) w – радиус перетяжки гауссова пучка. Продольная проекция вектора канонического потока энергии (8), 
(15) равна произведению интенсивности пучка (16) на производную фазы по продольной координате: 

𝑃୥,௭ ൌ ห𝐸௚ห
ଶ ப

ப௭
arg൫𝐸௚൯ ൌ

௭బ
మ

௭మା௭బ
మ exp ቀെ

ଶ௥మ

௪మሺ௭ሻ
ቁ ൈ ൬𝑘 െ

௭బ
௭మା௭బ

మ െ
ଶ௥మ௭బ

మ௭

௪మ൫௭మା௭బ
మ൯
మ൰ ,   𝑤ଶሺ𝑧ሻ ൌ 𝑤ଶ ቀ1 ൅

௭మ

௭బ
మቁ, (17) 

где 𝑧଴ ൌ 𝑘𝑤ଶ/2 – длина Рэлея. Из (17) следует, что проекция производной фазы гауссова пучка (16) 
по продольной координате будет отрицательная, если выражение в круглых скобках будет меньше нуля: 

𝑘 െ
௭బ

௭మା௭బ
మ െ

ଶ௥మ௭బ
మ௭

௪మ൫௭మା௭బ
మ൯
మ ൏ 0. (18) 

Условие (18) будет выполняться на расстоянии z от перетяжки, если радиус окружности r будет больше 
некоторой величины: 

𝑟 ൐
௪

௭బ
ቂ
൫௭మା௭బ

మ൯൫௞ሺ௭మା௭బ
మሻି௭బ൯

ଶ௭
ቃ
ଵ/ଶ

. (19) 

Упростим выражение (19) для ясности, пусть z = z0, тогда вместо (19) получим: 

𝑟 ൐ 𝑘𝑤ଶ ൌ 2𝑧଴. (20) 

Пусть радиус перетяжки гауссова пучка равен наименьшему значению, при котором еще работает 
параксиальное приближение [25]: w = 2λ. Тогда поперечная координата r, начиная с которой в сечении гауссова 
пучка будет иметь место обратный канонический поток, будет равна выражению: 𝑟 ൐ 8πλ ൌ 8,9𝑤ሺ𝑧଴ሻ. 
Это выражение показывает, что радиус, с которого начинается обратный поток, почти в 9 раз больше, чем радиус 
перетяжки гауссова пучка на расстоянии Рэлея. 

5. Дифракция на краю экрана: непараксиальное рассмотрение 

Рассмотрим для сравнения непараксиальное распространение света после непрозрачного экрана 
с прямолинейным краем. Комплексная амплитуда света в 2D-случае будет описываться с помощью разложения 
по спектру плоских двумерных волн: 

𝐸௡௣ሺ𝑥, 𝑧ሻ ൌ ׬ 𝐴ሺξሻ exp൫𝑖𝑘𝑧ඥ1 െ ξଶ ൅ 𝑖𝑘𝑥ξ൯
ஶ
ିஶ

𝑑ξ, (21) 

где A(ξ) – амплитуда спектра плоских волн, ξ – безразмерная величина. Для нахождения амплитуды 
A(ξ)  выполним обратное преобразование Фурье от начальной комплексной амплитуды светового поля: 

𝐴ሺξሻ ൌ
ଵ

஛
׬ 𝐸ሺ𝑥, 𝑧 ൌ 0ሻ expሺെ𝑖𝑘𝑥ξሻ
ஶ
ିஶ

𝑑𝑥, (22) 

где амплитуда начального поля в (22), для случая непрозрачного экрана равна функции Хевисайда: 

𝐸ሺ𝑥, 𝑧 ൌ 0ሻ ൌ ቄ
1, 𝑥 ൐ 0,
0, 𝑥 ൏ 0. (23) 

Подставляя (23) в (22), получим амплитуду спектра плоских волн для 2D непрозрачного экрана: 

𝐴ሺξሻ ൌ
ଵ

஛
׬ expሺെ𝑖𝑘𝑥ξሻ
ஶ
଴

𝑑𝑥 ൌ
ஔሺஞሻ

ଶ
െ

௜

ଶ஠ஞ
, (24) 

где δ(ξ) – дельта-функция Дирака. Подставляя (24) в (21), окончательно получим непараксиальное описание 
2D-дифракции на прямолинейном крае: 

𝐸௡௣ሺ𝑥, 𝑧ሻ ൌ
ଵ

ଶ
𝑒௜௞௭ െ

௜

ଶ஠
׬

௘௫௣ቀ௜௞௭ඥଵିஞమା௜௞௫ஞቁ

ஞ

ஶ
ିஶ

𝑑ξ. (25) 

В (25) интеграл в пределах – ∞ < ξ < – 1 и 1 < ξ < ∞ описывает вклад в световое поле затухающих волн, которые 
будут заметны при z < λ. При этом продольная проекция волнового вектора затухающей волны будет больше 
волнового вектора падающей волны: 

𝑘௭ ൌ 𝑘ඥξଶ െ 1 ൐ 𝑘,  |ξ| ൐ √2. (26) 

Поэтому вблизи начальной плоскости (z = 0) следует ожидать отрицательные значения продольной проекции 
канонического потока энергии. Подставляя (25) в (8) и считая, что амплитуда (25) является линейно 
поляризованной ТЕ-волной с вектором поляризации вдоль координаты y, в (8) останется только одно слагаемое. 
Найдем выражение для продольной проекции канонического потока непараксиальной дифракции на краю 
плоской ТЕ-волны в начальной плоскости (z = 0): 
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В (27) последний интеграл меньше, чем πkx/2, так как подынтегральная функция sin(kxξ)/ξ умножается 

на функцию ට1 െ ξଶменьше 1 и так как интегральный синус без этой функции равен: 

׬
ୱ୧୬ሺ௞௫ஞሻ
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𝑑ξ

ஶ
଴

ൌ
஠௞௫

ଶ
. (28) 

Поэтому при отрицательных поперечных координатах x, которые удовлетворяют условию x < -1/k, 
продольный канонический поток (27) будет отрицательный. Конечно, отрицательный поток не будет иметь место 
до минус бесконечности, а до той координаты x < 0, при которой последний интеграл в (27) становится 
отрицательным. В этом случае край оборванного плоского фронта становится источником цилиндрической 
волны, которая, распространяясь от края плоской волны вдоль начальной плоскости, формирует световое поле с 
волновым вектором, направленным в обратном направлении к оптической оси. 

6. Результаты моделирования 

На рис. 1 показаны 2D-распределения интенсивности (3) (а, в) и продольной составляющей канонического 
потока энергии (8) (б, г) в плоскости (x, y) и их сечения на расстояниях z = λ /30 (а, б) и z = 2λ (в, г). Длина волны 
λ = 532 нм. Интенсивность рассчитывалась по формуле (3), а поток рассчитывался по общей формуле (8). 

 
Рис. 1. Двумерные распределения интенсивности (3) (а, в) и продольной составляющей канонического потока энергии (8) 

(б, г) в плоcкости (x, y) и их сечения на расстояниях z = λ /30 (а, б) и z = 2λ (в, г) 

Из рис. 1а, в видно, что интенсивность согласуется с формулой (3). При уменьшении расстояния z модуляция 
интенсивности в светлой области становится чаще. Причем при расстоянии z много меньше длины волны период 
колебаний интенсивности также меньше длины волны. Например, на рис. 1а на длине волны укладываются 
примерно 13 полупериодов модуляции интенсивности. На рис. 1б видно, что при малом z отрицательные 
значения канонического потока энергии начинаются почти сразу (на расстоянии 100 нм от края) и величина 
локальных отрицательных минимумов увеличивается по модулю с ростом поперечной координаты x, 
а локальный период их повторения уменьшается. При увеличении z = 2λ на рис. 1в интенсивность по величине 
уменьшается из-за того, что картина интенсивности расходится (дифрагирует). Локальный период модуляции 
интенсивности увеличивается. На рис. 1г не видно обратного потока энергии, но он есть и появляется при 
больших значениях w или x согласно (10). Обратный канонический поток будет иметь место при любых z, но 
возникать он будет все дальше от прямолинейного края на расстояниях x, пропорциональных √λz. 

На рис. 2 показано распределение канонического потока вблизи начальной плоскости (в полутонах), 
а стрелками показано распределение волновых векторов (длина векторов одинаковая для наглядности). 
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Рис. 2. Распределение канонического потока интенсивности в плоскости xz (показано в полутонах). Все вектора потока 

нормированы на единицу. Тёмные и светлые области означают отрицательный и положительный продольный 
канонический поток энергии. Чёрная линия в левой нижней части – это непрозрачный экран 

Из рис. 2 видно, что имеется большая область отрицательного потока в полуплоскости x < 0 сразу за экраном. 
Но сам поток энергии в этой области почти нулевой (стрелки почти параллельны оси x). В правой полуплоскости, 
x > 0, возникают чередующиеся области с отрицательным и положительным продольным потоком (стрелки 
волновых векторов наклонены в прямом и обратном направлении оси z). 

На рис. 3 и 4 показаны результаты моделирования дифракции 3D плоской полуволны FDTD-методом. 
Параметры моделирования: λ = 532 нм, сетка отсчетов – λ /30 по всем трем координатам, расчетная область – 
10 × 10 мкм, плоская падающая волна с поляризацией Ey. Плоскость наблюдения (первый монитор) расположена 
в границах –2 < x < 0 мкм, –2,5 < y < 2,5 мкм, x, y – поперечные координаты, z = 0 – начальная плоскость. Источник 
плоской волны расположен в границах 0 < x < 8 мкм, –5,5 < y < 5,5 мкм, z = 0. Второй монитор для взятия 
производной по z расположен в тех же границах по осям x, y и на расстоянии шага сетки λ /30 по оси z от первого 
монитора. Во всех плоскостях вокруг области расчета расположены PML-области с идеальным поглощением, 
ширина PML-областей – 0,5 мкм. На рис. 3 показана интенсивность |E|2, на рис. 4 – продольная проекция 
канонического потока энергии, которая рассчитывалась по формуле: 

𝑷௢௥ ൌ ∑ 𝐼𝑚ሺ𝐸௣∗𝛻𝐸௣ሻ௣ୀ௫,௬,௭ . (29) 

  
Рис. 3. 2D-распределение интенсивности в полутонах в относительных единицах в области тени (а) и ее сечение вдоль оси 

x при y = 0 (б) и его увеличенный вид (в) 

Из рис. 3 видно, что в области тени имеют место лепестки интенсивности с периодом примерно 300 нм 
(меньше длины волны) и величина интенсивности в локальных максимумах меньше 1 % от интенсивности 
падающей волны (от единицы). На рис. 4 показаны 2D-распределение продольной координаты канонического 
потока энергии в области тени в тех же размерах, что и интенсивность на рис. 3, и его сечение по оси x. Из рис. 4 
видно, что в области тени (то есть при отрицательных значениях поперечной координаты x) имеет место 
обратный канонический поток энергии. Причем примерный период его модуляции такой же, как и период 
модуляции интенсивности на рис. 3в. Величина обратного потока, то есть наклон волнового вектора 
в отрицательную сторону оси z, небольшая. Результаты на рис. 4 подтверждают выводы теории, 
что при отрицательных значениях поперечной координаты (в области тени) будет обратный канонический поток 
энергии (27). 
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Рис. 4. 2D–распределение канонического потока энергии в области тени (а) и его сечение вдоль оси x при y = 0 (б) 

Заключение 

В работе получено аналитическое выражение (9) для продольной проекции канонического потока энергии 
света с ТЕ-поляризацией после прохождения светом непрозрачного экрана с прямолинейным краем, 
заполняющим полупространство. Из полученного выражения следует, что на любом расстоянии от экрана вдоль 
оптической оси в плоскости, параллельной экрану, формируется картина дифракции, у которой имеется 
множество полос, параллельных краю, на которых канонический поток энергии отрицательный. То есть в этих 
местах имеет место обратный канонический поток энергии. Так как в выражении для потока (9) есть сомножитель 
в виде производной фазы поля по продольной координате (15), то это означает, что волновой вектор поля 
направлен в обратном направлении к направлению оптической оси. Также из (15) следует, что обратный 
канонический поток энергии возникает в тех областях, где локальный период модуляция интенсивности и фазы 
меньше длины волны. В этих местах локальное волновое число больше, чем волновое число падающего поля, 
аналогично поверхностным (затухающим) волнам. В таких местах свет как бы проходит через субволновую 
непериодическую решетку. При этом возникают поверхностные волны и обратные волны, то есть волны, 
у которых волновой вектор направлен в обратную сторону. В непараксиальном случае также имеет место 
канонический обратный поток энергии при отрицательных поперечных координатах в начальной плоскости там, 
где не было начальной волны. Мы показали это теоретически и с помощью строгого моделирования FDTD-
методом при распространении половины плоской ТЕ-волны. 
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Canonical energy backflow in diffraction of a plane wave by a half-plane 
A.A. Kovalev 1,2, A.G. Nalimov 1,2, A.M. Telegin 1,2 

1Image Processing Systems Institute, NRC “Kurchatov Institute”, Molodogvardeyskaya Str. 151, Samara, 443001, Russia; 
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Abstract 

In this work, we show that during diffraction of a plane wave by an opaque screen with a 
rectangular edge, a set of light strips parallel to the screen edge are formed by a negative (reverse) 
canonical energy flux in the transmitted light. This result is observed at any distance from the screen 
plane along the optical axis in planes parallel to the screen. Moreover, the local period of these strips 
decreases with distance from the edge, and the first strip with a reverse canonical energy flux moves 
away from the edge with an increase in the distance along the optical axis. The reverse flow is shown 
to be formed in the diffraction pattern regions where the phase and intensity modulation is less than 
the wavelength. So, it is observed where the local wave vector expressed through the phase gradient 
is greater than the wave vector of the incident wave. 
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