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Аннотация 

Получено явное аналитическое выражение для распределения продольной компоненты 
вектора канонического потока энергии вблизи начальной плоскости (в ближнем поле) для 
непараксиального пучка света с линейной поляризацией, с амплитудой спектра плоских волн 
в виде круга. Это распределение имеет вид эллипса, вытянутого вдоль направления вектора 
линейной поляризации. Если амплитуда спектра плоских волн включает затухающие волны, 
то в ближнем поле формируется обратный канонический поток энергии. Обратный поток 
почти совпадает с первым боковым лепестком распределения интенсивности в ближнем 
поле. Обратный поток формируется в присутствии затухающих волн, которые хотя и не 
переносят световой энергии вдоль оптической оси, но участвуют в формировании 
канонического потока энергии. 
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Введение 

Канонический поток энергии был введен в рассмотрение в оптике в работах [1 – 4]. Для скалярного светового 
поля канонический поток энергии равен произведению интенсивности света (плотности мощности) на градиент от 
фазового распределения в сечении светового пучка. Его еще называют орбитальным потоком энергии [5]. Для света, 
распространяющегося в положительном направлении оптической оси, орбитальный поток энергии всегда 
положительный. Но в случае непараксиальных световых полей, у которых в ближней зоне имеются затухающие 
волны, может возникать обратный канонический поток энергии. Например, в работе [6] обратный канонический 
поток энергии был найден в ближней зоне непараксиального 2D-пучка Эйри. Так как вектор орбитального потока 
энергии является одним из двух слагаемых вектора Пойнтинга [7], у которого есть еще второе слагаемое – поток 
спина, то отрицательные значения вектора Пойнтинга, ранее найденные в ряде работ [8 – 10], следует правильно 
трактовать. В [11] показано, что отрицательные значения вектора Пойнтинга возникают тогда, когда положительное 
значение продольной проекции орбитального потока энергии меньше отрицательного значения продольной 
проекции вектора потока спина. Хотя если у светового поля нет потока спина, то продольная компонента вектора 
Пойнтинга совпадает с продольной проекцией вектора канонического потока энергии. Канонический обратный 
поток был найден также вблизи поверхностей раздела сред [12, 13], там, где присутствовали поверхностные 
(затухающие) волны. Также обратный поток энергии изучался у пространственно-временных локализованных 
пучков [14, 15]. Обычно обратный канонический поток возникает в присутствии затухающих волн [6], но в работе 
[16] показано, что канонический обратный поток формируется вдали от начальной плоскости, там, где нет 
затухающих волн, из-за эффекта суперосцилляций [17, 18]. Эффект суперосцилляций состоит в том, что световое 
параксиальное поле с ограниченным пространственным спектром может иметь локальные модуляции амплитуды с 
периодом, меньшим крайних значений Фурье-спектра [17]. Известно также [19], что вблизи центра оптического 
вихря (x + iy)n модуль волнового вектора K, равный градиенту фазы 𝐾 ൌ |𝛻ሺ𝑛arctgሺy/xሻሻ| ൌ 𝑛/ඥ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ, может 
быть больше волнового числа световой волны k = 2π / λ.  

В данной работе мы рассмотрим с помощью разложения по спектру плоских волн [20] распространение 
непараксиального светового поля с линейной поляризацией и с амплитудой спектра плоских волн в виде функции 
круга circl(ρ/a), где ρ – радиус круга, a > 1 – параметр, гарантирующий наличие затухающих волн в ближней зоне. 
Мы получим явное выражение для продольной проекции канонического потока энергии, из которого следует, 
что вблизи начальной плоскости имеет место обратный канонический поток, первый боковой лепесток которого 
совпадает с первым боковым лепестком интенсивности светового поля. 
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1. Канонический поток энергии в ближней зоне непараксиального circl-пучка 

Рассмотрим векторное световое поле, у которого вблизи начальной плоскости есть только одна поперечная 
проекция электрического вектора вдоль декартовой оси x и продольная проекция вдоль оси z [20]: 

𝐸௫ሺ𝑟,φ, 𝑧ሻ ൌ 2πන 𝐴ሺξሻ exp ቀ𝑖𝑘𝑧ඥ1 െ ξଶቁ 𝐽଴ሺ𝑘𝑟ξሻ
ஶ

଴
ξ𝑑ξ, 

𝐸௭ሺ𝑟,φ, 𝑧ሻ ൌ െ2π𝑖 𝑐𝑜𝑠 φ׬ 𝐴ሺξሻ exp൫𝑖𝑘𝑧ඥ1 െ ξଶ൯ 𝐽ଵሺ𝑘𝑟ξሻ
ஞమ

ඥଵିஞమ
ஶ
଴

𝑑ξ. (1) 

В (1) A(ξ) – амплитуда спектра плоских волн, зависящая только от радиальной координаты ξ ൌ ටξ௫
ଶ ൅ ξ௬

ଶ , 

(r, φ) – полярные координаты в сечении пучка, k – волновое число монохроматического света, J0(x) и J1(x) – 
функции Бесселя нулевого и первого порядков. 

Найдем выражения для продольных производных обеих компонент поля (1) в начальной плоскости (z = 0): 

డாೣሺ௥,஦,௭ሻ

డ௭
|𝑧 ൌ 0 ൌ 2π𝑖𝑘 ׬ ඥ1 െ ξଶ𝐴ሺξሻ𝐽଴ሺ𝑘𝑟ξሻ

ଵ
଴

ξ𝑑ξ െ 2π𝑘 ׬ ඥξଶ െ 1𝐴ሺξሻ𝐽଴ሺ𝑘𝑟ξሻ
ஶ
ଵ

ξ𝑑ξ,  
డா೥ሺ௥,஦,௭ሻ

డ௭
|𝑧 ൌ 0 ൌ 2π𝑘 cosφ׬ 𝐴ሺξሻ𝐽ଵሺ𝑘𝑟ξሻ

ஶ
଴

ξଶ𝑑ξ. (2) 

Вектор Пойнтинга P с точностью до несущественных констант является суммой двух векторов [7]: вектора 
орбитального потока энергии (канонический поток энергии) Por и потока спина Psp: 

𝑷 ൌ 𝑷௢௥ ൅ 𝑷௦௣ ൌ 𝐼𝑚ሺ𝑬∗ ⋅ ሺ∇ሻ𝑬ሻ ൅
ଵ

ଶ
ሺ∇ ൈ 𝑺ሻ,  𝑺 ൌ 𝐼𝑚ሺ𝑬∗ ൈ 𝑬ሻ. (3) 

В (3) S – вектор спинового углового момента (с точностью до постоянной). Проекция канонического потока 
энергии на продольную ось, как следует из (3), будет иметь вид: 

𝑃௢௥,௭ ൌ 𝐼𝑚 ቀ𝐸௫∗
డ

డ௭
𝐸௫ ൅ 𝐸௬∗

డ

డ௭
𝐸௬ ൅ 𝐸௭∗

డ

డ௭
𝐸௭ቁ. (4) 

Подставим выражения для проекций поля (1) и его производных (2) в выражение для потока энергии (4), 
получим: 

𝑃௢௥,௭|𝑧 ൌ 0 ൌ 𝑘ሺ2𝜋ሻଶ ቈන 𝐴ሺ𝜉ሻ𝐽଴ሺ𝑘𝑟𝜉ሻ
∞

଴
𝜉𝑑𝜉 න ඥ1 െ 𝜉ଶ𝐴ሺ𝜉ሻ𝐽଴ሺ𝑘𝑟𝜉ሻ

ଵ

଴
𝜉𝑑𝜉 ൅ 

൅𝑐𝑜𝑠ଶ 𝜑 ׬ 𝐴ሺ𝜉ሻ𝐽ଵሺ𝑘𝑟𝜉ሻ
ଵ
଴

కమௗక

ඥଵିకమ
׬ 𝐴ሺ𝜉ሻ𝐽ଵሺ𝑘𝑟𝜉ሻ𝜉ଶ𝑑𝜉
∞

଴
൨. (5) 

Продольная проекция канонического потока энергии в начальной плоскости (5) состоит из двух слагаемых, 
первое из которых радиально-симметричное, а второе зависит от азимутального угла φ. Поэтому при некоторых 
значениях этого азимутального угла можно избавиться от второго слагаемого. Тогда при φ=π/2 и φ=3π/2 в 
выражении (5) будет только первое слагаемое: 

𝑃௢௥,௭|௭ୀ଴
φୀേπ/ଶ ൌ 𝑘ሺ2πሻଶ ׬ 𝐴ሺξሻ𝐽଴ሺ𝑘𝑟ξሻ

∞

଴
ξ𝑑ξ׬ ට1 െ ξଶ𝐴ሺξሻ𝐽଴ሺ𝑘𝑟ξሻ

ଵ
଴

ξ𝑑ξ. (6) 

В (6) первый интеграл описывает амплитуду поперечной проекции вектора напряженности электрического 
поля вдоль оси x в начальной плоскости. Так как интегрирование в этом интеграле ведется от нуля до 
бесконечности, то в амплитуду пучка дают вклад и неоднородные затухающие волны. Второй интеграл (6) 
описывает только распространяющиеся волны, так как интегрирование идет от нуля до единицы. Из (6) видно, 
что если интегралы при разных r имеют разные знаки, то обратный поток будет возникать там, где у этих двух 
интегралов знаки будут разными. Чтобы получить вместо (6) явное выражение, которое можно просто 
проанализировать, рассмотрим амплитуду спектра плоских волн в виде circl-функции (a > 1): 

𝐴ሺξሻ ൌ 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙 ቀ
ஞ

௔
ቁ ൌ ൜

1,   ξ ൏ 𝑎,
0,   ξ ൐ 𝑎.  (7) 

Тогда интегралы в (6) можно вычислить с помощью справочных интегралов [21]: 

න ඥ1 െ ξଶ𝐽଴ሺ𝑘𝑟ξሻ
ଵ

଴
ξ𝑑ξ ൌ

1
𝑘𝑟
൬

sinሺ 𝑘𝑟ሻ
𝑘𝑟

െ cosሺ 𝑘𝑟ሻ൰ , 

׬ 𝐽଴ሺ𝑘𝑟ξሻ
௔
଴

ξ𝑑ξ ൌ 𝑎ଶ
௃భሺ௞௥௔ሻ

௞௥௔
. (8) 
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Учитывая (8), вместо (6) получим: 

𝑃௢௥,௭|௭ୀ଴
஦ୀേ஠/ଶ ൌ 2π𝑘 ቀπ𝑎ଶ

ଶ௃భሺ௞௥௔ሻ

௞௥௔
ቁ
ଵ

௞௥
ቀ
ୱ୧୬ሺ௞௥ሻ

௞௥
െ cosሺ 𝑘𝑟ሻቁ. (9) 

Оба сомножителя в (9) имеют разные знаки при разных значениях радиальной переменной r, поэтому 
обратный канонический поток вблизи начальной плоскости для пучка со спектром плоских волн (7) на 
вертикальной оси y будет на тех расстояниях от оптической оси, когда оба сомножителя в (9) имеют разные знаки. 
Например, первый ноль у функции J1(kra) будет при r = 3,8λ / (2πa), а у второго сомножителя в (9) (это 
сферическая функция Бесселя с номером 1 или обычная функция Бесселя с номером 3/2) первый ноль будет при 
r = 4,2λ / (2π). Поэтому обратный поток на вертикальной оси будет между этими двумя нулями.  

Используя два других справочных интеграла [21]: 

න 𝐽଴ሺ𝑘𝑟ξሻ
ଵ

଴

ξଶ

ඥ1 െ ξଶ
𝑑ξ ൌ ට

π
2𝑘𝑟

𝐽ଷ/ଶሺ𝑘𝑟ሻ ൌ
1
𝑘𝑟
൬

sinሺ 𝑘𝑟ሻ
𝑘𝑟

െ cosሺ 𝑘𝑟ሻ൰ , 

׬ 𝐽ଵሺ𝑘𝑟ξሻ
௔
଴

ξଶ𝑑ξ ൌ 𝑎ଶ
௃మሺ௞௥௔ሻ

௞௥
. (10) 

Получим явное выражение для продольного канонического потока энергии в начальной плоскости circl-пучка 
с линейной поляризацией: 

𝑃௢௥,௭ ቚ𝑧 ൌ 0 ൌ
ሺଶ஠௔ሻమ

௥
ቀ
ୱ୧୬ሺ௞௥ሻ

௞௥
െ cosሺ 𝑘𝑟ሻቁ ቂ

௃భሺ௞௥௔ሻ

௞௥௔
൅ cosଶ φ

௃మሺ௞௥௔ሻ

௞௥
ቃ. (11) 

При φ = π/2 и φ = 3π/2 выражение (11) совпадает с (9). Из (11) видно, что плотность потока энергии вблизи 
начальной плоскости будет иметь асимметричный вид. Максимальные значения потока будут лежать на 
горизонтальной оси в поперечном сечении, так как вектор линейной поляризации направлен вдоль оси x, и так 
как квадрат косинуса при этом равен 1. Обратный поток будет иметь место там, где сомножители в круглых и 
квадратных скобках в (11) имеют разные знаки. Сомножитель в (11) в круглых скобках описывает амплитуду 
распространяющихся волн, а сомножитель в квадратных скобках описывает распространяющиеся и 
поверхностные (a > 1) волны близи начальной плоскости. Так как первый (вне оптической оси) ноль у 
сомножителя в (11) в круглых скобках, J3/2(x), примерно находится на расстоянии от оптической оси, равном 
4,2λ/(2π), а первые нули у функций Бесселя J1(x) и J2(x), из сомножителя в квадратных скобках, находятся на 
расстояниях от оптической оси, равных 3,8λ/(2πa) и 5,1λ/(2πa), то при a>1,5 обратный поток будет возникать на 
расстоянии r из интервала 5,1λ/(2πa) < r < 4,2λ/(2π). На вертикальной оси (x = 0) из уравнения (9) следует, что 
обратный поток энергии в начальной плоскости будет после первого нуля функции Бесселя первого порядка, то 
есть x > 3,8λ / (2πa) = 0,2λ при a = 3. Моделирование подтверждает этот вывод. Чем больше будет величина 
параметра a > 1, тем больше будет вклад затухающих волн в поток энергии (11) и тем больше будет величина 
обратного канонического потока энергии вблизи начальной плоскости. Затухающие волны распространяются 
вдоль начальной плоскости и формируют стоячие волны с амплитудами, пропорциональными Ex

 ∼J0(kra) и 
Ez∼J1(kra), если выбрать спектр плоских волн в виде дельта-функции A(ξ) ∼δ(ξ– a), a > 1. Хотя затухающие волны 
не передают энергию вдоль оси z, но они участвуют в формировании обратного потока энергии, так как 
участвуют в формировании фазовой функции полного поля, производная по z от которой определяет знак 
продольной проекции вектора канонического потока энергии. При увеличении расстояния от начальной 
плоскости затухающие волны экспоненциально затухают и перестают давать вклад в пучок, поэтому и обратный 
канонический поток энергии пропадает. 

2. Обратный канонический поток энергии в присутствии затухающих волн  

Рассмотрим простой пример, показывающий, как затухающие волны участвуют в формировании обратного 
канонического потока вблизи начальной плоскости светового пучка. Пусть световое поле представляет собой 
суперпозицию плоской волны, распространяющейся вдоль оси z с амплитудой A, и затухающей волны, 
распространяющейся вдоль горизонтальной оси x с амплитудой B: 

𝐸ሺ𝑥, 𝑧ሻ ൌ 𝐴 expሺ𝑖𝑘𝑧ሻ ൅ 𝐵 exp൫െ𝑘𝑧√𝑎ଶ െ 1 ൅ 𝑖𝑘𝑥𝑎൯. (12) 

В (12) a – безразмерный параметр, определяющий волновое число затухающей волны, kz = ka, a > 1, k – 
волновое число плоской волны. Найдем фазовую функцию суперпозиции (12): 

Ф ൌ 𝑎𝑟𝑔ሺ𝐸ሺ𝑥, 𝑧ሻሻ ൌ arctan ቀ
௉

ொ
ቁ,   

𝑃ሺ𝑥. 𝑧ሻ ൌ 𝐴 sinሺ 𝑘𝑧ሻ ൅ 𝐵 exp൫െ𝑘𝑧√𝑎ଶ െ 1൯ sinሺ 𝑘𝑥𝑎ሻ,  (13) 
𝑄ሺ𝑥. 𝑧ሻ ൌ 𝐴 cosሺ 𝑘𝑧ሻ ൅ 𝐵 exp൫െ𝑘𝑧√𝑎ଶ െ 1൯ cosሺ 𝑘𝑥𝑎ሻ.   

Далее, следуя (4), найдем продольную проекцию канонического обратного потока для поля (12) при любом z: 
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𝑃௢௥,௭ ൌ 𝑄
డ

డ௭
𝑃 െ 𝑃

డ

డ௭
𝑄 ൌ 𝑘𝐴ൣ𝐴 ൅ 𝐵 exp൫െ𝑘𝑧√𝑎ଶ െ 1൯ ൫cosሺ𝑘𝑧 െ 𝑘𝑥𝑎ሻ ൅ √𝑎ଶ െ 1 sinሺ𝑘𝑧 െ 𝑘𝑥𝑎ሻ൯൧.  (14) 

Для более удобного анализа перепишем выражение (14) в начальной плоскости (z = 0): 

𝑃௢௥,௭|𝑧 ൌ 0 ൌ 𝑘𝐴ൣ𝐴 ൅ 𝐵൫cosሺ𝑘𝑥𝑎ሻ െ √𝑎ଶ െ 1 sinሺ𝑘𝑥𝑎ሻ൯൧. (15) 

Из (15) видно, что поток энергии будет отрицательный, если выполняется неравенство: 

cos ቀ𝑘𝑥𝑎 ൅ arctg൫√𝑎ଶ െ 1൯ቁ ൏ െ
஺

௔஻
,  

𝑀 െ𝑁 ൏ 𝑘𝑥𝑎 ൏ 2π െ𝑀 െ𝑁,   (16) 

𝑀 ൌ arcсos ቀ
ି஺

௔஻
ቁ ,   𝑁 ൌ arctg൫√𝑎ଶ െ 1൯.   

Например, если A = B и a = 3, то ближайшая к оптической оси область обратного потока энергии в начальной 
плоскости будет в субволновом интервале: 0,03λ < x < 0,16λ. 

3. Моделирование 

Моделирование с помощью интеграла Рэлея–Зоммерфельда. Интеграл Рэлея–Зоммерфельда для компоненты 
поля Ey имеет вид [22]: 

𝐸௬ሺ𝑥,𝑦, 𝑧 ൐ 0ሻ ൌ െ
௭

ଶగ
׬׬ 𝐸௬ሺ𝑢, 𝑧 ൌ 0ሻ

ୣ୶୮ሺ௜௞௅ሻ

௅మ
ቀ𝑖𝑘 െ

ଵ

௅
ቁ௨,௩
𝑑𝑢𝑑𝑣, (17) 

𝐿 ൌ ඥሺ𝑢 െ 𝑥ሻଶ ൅ ሺ𝑣 െ 𝑦ሻଶ ൅ 𝑧ଶ, z – продольная координата, k – волновое число света для длины волны λ. 
Компоненту поля Ez можно вычислить на основании начальной поперечной компоненты поля Ey: 

𝐸௭ሺ𝑥,𝑦, 𝑧 ൐ 0ሻ ൌ
ଵ

ଶ஠
׬׬ 𝐸௬ሺ𝑢, 0ሻሺ𝑢 െ 𝑥ሻ

௨,௩
ୣ୶୮ሺ௜௞௅ሻ

௅మ
ቀ𝑖𝑘 െ

ଵ

௅
ቁ 𝑑𝑢𝑑𝑣. (18) 

Параметры моделирования: начальное поле – 10001000 отсчетов, 44 λ (размер отсчета приблизительно 

λ/250), 𝐸௫ ൌ
௃భሺ௞௥௔ሻ

௞௥௔
, a = 3, r – радиус в мкм, Ey = 0, k = 2π/λ, длина волны λ = 532 нм. Выходное поле имело размер 

500500 отсчетов в границах (– λ < x < λ), (– λ < y < λ). Поле рассчитывалось два раза, на расстоянии 0,01λ от 
начальной плоскости и на расстоянии 0,02λ от неё для возможности взятия производной. На рис. 1 показаны 
интенсивность компоненты Ex и ее сечение в начальной плоскости. 

а)  б)  
Рис. 1. Интенсивность (а) и поле компоненты Ex (б) в начальной плоскости поля (7), рассчитанные с помощью интегралов 

Рэлея–Зоммерфельда на расстоянии 10 нм от начальной плоскости при a = 3 

На рис. 2 показаны распределения интенсивности |𝑬|ଶ(а) и ее сечения (б) и проекции канонического Por,z 
потока на ось z (в) и его сечения r на расстоянии 10 нм от начальной плоскости. На рис. 3 интенсивность (а) и 
поток (б) рассчитаны по формуле (1). 

Из сравнения сечений потока энергии на рис. 2г и рис. 3б видно, что обе кривые почти совпадают и у обеих 
кривых отрицательные значения потока энергии начинаются в первом боковом лепестке амплитуды (рис. 1б) или 
интенсивности (рис. 2б и рис. 3а) при x = 0,2λ. Это согласуется с теоретическим значением, полученным на основе 
уравнения (9) при a = 3: x > 3,8λ / (2πa) = 0,2λ. 

Заключение 

В работе получены следующие результаты. С помощью разложения по спектру плоских волн (1) для 
непараксиального светового поля с линейной поляризацией и с постоянным круговым спектром плоских волн (7) 
получено явное выражение для продольной проекции канонического потока энергии в начальной плоскости (11). Это 
выражение показывает, во-первых, что продольная компонента потока энергии не является радиально-симметричным 
распределением (из-за наличия продольной компоненты у светового поля). Заметим, что продольная компонента 
вектора Пойнтинга для рассматриваемого случая была бы радиально-симметричной, так как в нее не входит 
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продольная компонента поля. Во-вторых, из (11) следует, что канонический поток может принимать отрицательные 
значения, начиная с первого нуля функции Бесселя первого порядка. Причем чем шире спектр плоских волн, 
включающий и затухающие волны, тем ближе к оптической оси начинаются области обратного потока. Величина 
обратного потока примерно в 7 раз меньше, чем прямого. Моделирование, проведенное двумя способами, с помощью 
интегралов Рэлея–Зоммерфельда (17), (18) и с помощью разложения по плоским волнам (1), подтверждает 
теоретические выводы. Заметим, что в работе М. Берри [23] был рассмотрен 2D- и 3D-непараксиальный гауссов пучок, 
но без затухающих волн (a = 1). В этих работах рассматривались дислокации такого пучка, радиус перетяжки, но не 
рассматривался канонический поток энергии. В другой работе А. Воляра и др. [24] рассматривался непараксиальный 
вихревой модовый пучок (как с линейной поляризацией, так и с эллиптической). Было показано, что вблизи фокуса 
имеет место обратный поток энергии (продольная проекция вектора Пойнтинга отрицательная). Но, как показано в 
[1 – 4], в вектор Пойнтинга входит спиновая составляющая, которая не переносит энергии. Поэтому обратный поток 
энергии в [24] не является каноническим обратным потоком энергии. 

а)  б)  

в)  г)  
Рис. 2. Интенсивность |𝑬|ଶ (а) и ее сечения вдоль оси декартовых осей на расстоянии 10 нм от начальной плоскости 

(a = 3) и продольная проекция канонического потока энергии Por,z (в) и его сечения по декартовым осям (г) на таком же 
расстоянии 

 
Рис. 3. Распределение интенсивности (а) и канонического обратного потока (б) вдоль вертикальной оси (x = 0) в начальной 

плоскости (z = 0) для circl-пучка (7), a = 3, рассчитанного с помощью разложения по спектру плоских волн (1) 
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Reverse canonical energy flow of a non-paraxial beam with linear polarization 
near the initial plane 
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Abstract 

An explicit analytical expression is obtained for the longitudinal component distribution of the 
canonical energy flux vector near the initial plane (in the near field) for a non-paraxial beam of light 
with linear polarization. The amplitude of the plane wave spectrum is shaped as a circle. This derived 
distribution is in the form of an ellipse with its major axis located on the linear polarization vector. 
If the plane wave spectrum includes evanescent waves, then a reverse canonical energy flux is 
formed in the near field. The reverse flux almost coincides with the first side lobe of the intensity 
distribution in the near field. It is revealed to be formed only in the presence of evanescent waves, 
which participate in the formation of the canonical energy flux, although they do not transfer light 
energy along the optical axis. 
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