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ДИФРАКЦИОННЫЕ ОПТИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ,  
СОГЛАСОВАННЫЕ С МОДАМИ ГАУССА-ЛАГЕРРА 

С.Н. Хонина, В.В. Котляр и В.А. Сойфер 
Институт систем обработки изображений РАН 

Аннотация 
Разработаны и исследованы итеративные алгоритмы расчета фазового оптического элемента, фор-

мирующего световые пучки Гаусса-Лагерра с заданным модовым составом, в том числе одномодовые 
пучки. Показано, что для эффективного формирования отдельных мод Гаусса-Лагерра можно использо-
вать фазовые элементы, пропускание которых равно знаковой функции от соответствующего обобщен-
ного многочлена Лагерра. Приведены результаты численного моделирования. 
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Введение 
Моды определяются как устойчивые при 

распространении в волноводной среде световые 
пучки. Моды не расплываются и не изменяют 
пространственной структуры в процессе распро-
странения в своей среде, а лишь приобретают 
фазовый набег [1].  

Рассматриваемые моды Гаусса-Лагерра со-
храняют свою структуру и в свободном про-
странстве, изменяясь лишь масштабно. 

Актуальной задачей является создание прибо-
ров, формирующих эталоны модовых пучков, и 
приборов, измеряющих модовый состав имеющихся 
многомодовых пучков. Такие приборы смогут осу-
ществить индивидуальное возбуждение, измерение 
и обнаружение мод когерентного излучения. 

В работах [1-3] в качестве таких приборов 
рассматриваются дифракционные оптические 
элементы (ДОЭ), рассчитанные с помощью мето-
дов компьютерной оптики. Особый интерес 
представляют фазовые ДОЭ, имеющие повы-
шенную энергетическую эффективность и мно-
гоканальный характер работы, позволяющий 
сформировать несколько модовых пучков. 

В отличие от метода кодирования с про-
странственной несущей частотой, рассмотрен-
ного в [1], и итеративного метода с использова-
нием вспомогательной области, приведенного в 
[2], в данной работе используется метод, разра-
ботанный в [3]. Он состоит в итеративной ап-
проксимации функции пропускания ДОЭ конеч-
ной суммой гауссовых мод. Однако, в [3,4] были 
рассмотрены только радиально-симметричные 
моды Гаусса-Лагерра. В данной работе этот ме-
тод применен к обобщенным модам Гаусса-
Лагерра. Такое расширение метода позволяет с 
высокой эффективностью формировать модовые 
пучки, поперечное сечение которых представля-
ет собой заданное изображение. 

Кроме того, хотя рассматриваемый метод 
работает тем лучше, чем больше задействовано 
мод в пучке, он работоспособен и при формиро-
вании одномодового пучка. В этом случае за од-
ну итерацию получается ДОЭ с фазовой функ-
цией, пропорциональной знаковой функции мо-
ды. Показано, что для эффективного форми-
рования отдельных мод Гаусса-Лагерра можно 
использовать фазовые элементы, пропускание 
которых равно знаковой функции соответствую-
щего многочлена Лагерра. 

1. Итеративный алгоритм расчета фазо-
вых формирователей пучков Гаусса-

Лагерра 
Алгоритм, рассмотренный в [3,4], в случае 

обобщенных мод Гаусса-Лагерра выглядит сле-
дующим образом. Задача состоит в том, чтобы 
рассчитать фазу ϕ(x,y) дифракционного оптиче-
ского элемента, удовлетворяющую соотношению 

[ ]

∑ ∑
= ≤

=

=
N

n
nm

nm
nm rSC

yxiyxA

0

0

),(

),(exp),(

θ

ϕ
, (1.1) 

в котором S rnm ( , )θ - обобщенная функция Га-
усса-Лагерра: 
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гочлен Лагерра, ),(0 yxA - известная амплитуда ос-
вещающего пучка, модули коэффициентов nmC  
задаются произвольно, а аргументы nmC  являются 
свободными параметрами задачи. Квадраты моду-
лей коэффициентов 2

nmC  характеризуют энерге-
тический вклад каждой моды в пучок. 

Функции Гаусса-Лагерра ортогональны 

mlnkklnm rrrSrS δδθθθ
π

=∫ ∫
∞

dd),(),(
2

0 0
, (1.3) 

где 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
mn
mn

nm ,0
,1

δ  - символ Кронекера. 

Для удобства перепишем уравнение (1.1) в 
полярных координатах (r,θ): 
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Тогда коэффициенты в уравнении (1.4) вы-
числяются по формуле: 
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Предлагаемый итеративный алгоритм осно-
ван на последовательном вычислении сумм (1.4) 
и интегралов (1.5) с помощью алгоритма быст-
рого преобразования Фурье с наложением соот-
ветствующих ограничений. Так, на k-ой итера-
ции рассчитанные коэффициенты Cnm

k( )  заменя-

ются на Cnm
k( )  следующим образом 
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где Dnm - неотрицательные числа, характеризую-
щие распределение энергии между модами. Огра-
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ничения типа (1.6) характерны для итеративного 
алгоритма Герчберга-Секстона [5]. Однако, для 
улучшения сходимости можно применять моди-
фикации замены (1.6), вводя некоторый коэффи-
циент адаптивности 0<α ≤1: 
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где Ω - множество пар индексов, для которых от-
личны от нуля числа Dnm. 

Таким образом, можно предложить следую-
щий алгоритм для нахождения фазы оптического 
элемента ϕ(r,θ). 

1. Начальная фаза выбирается как случай-
ная величина ϕ0(r,θ). 

2. Пусть на k-ом шаге по формуле (1.4) по-
лучается значение k-ой фазы: ϕk(r,θ). Используя 
ϕk(r,θ), из уравнения (1.5) рассчитываются коэф-
фициенты Cnm

k( ) . 
3. Затем они заменяются коэффициентами 

Cnm
k( ) , используя правило (1.6), (1.7) или (1.8). 

4. Коэффициенты Cnm
k( )  подставляются в (1.4). 

В результате получается функция fk(r,θ), аргумент 
которой служит последующей оценкой фазы 
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Переходим к 2. И так далее. 
Сходимость алгоритма контролируется по 

средним отклонениям: 
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Аналогично тому как это сделано в [4], 
можно показать, что ошибки (1.10) и (1.11) не 
возрастают: 
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Функции Гаусса-Лагерра являются собст-
венными функциями преобразования Фурье: 
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что позволяет использовать их для эффективного 
ввода излучения в световые волокна [1]. Так, ес-
ли мы сформировали световой пучок, сечение 
которого имеет вид заданного изображения, и 
который является суперпозицией мод Гаусса-Ла-
герра: 
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то в зоне дифракции Фраунгофера или в фокаль-
ной плоскости линзы мы получим следующее 
изображение: 
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где ℑ - обозначение Фурье-преобразования.  
Следовательно, если в суперпозиции участ-

вовали только моды с одинаковыми значениями 
собственных чисел  

0)()1( λλ =−−= mn
nm i ,  (1.16) 

то вид изображения в сечении пучка не меняется.  
Из формулы (1.16) видно, что собственные 

числа функций Гаусса-Лагерра принимают всего 
четыре значения: 
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Более наглядно распределение одинаковых 
значений собственных чисел в зависимости от 
номера функции Гаусса-Лагерра приведено в 
Таблице 1. 

Таким образом, вполне реально подобрать 
такую суперпозицию мод Гаусса-Лагерра с оди-
наковыми собственными значениями, чтобы 
сформировать некоторое изображение, не ме-
няющее своей структуры при прохождении Фу-
рье-каскада. Заметим, что функции Гаусса-Ла-
герра с взаимно противоположной «закруткой» 
exp[±imθ] имеют одинаковые собственные значе-
ния. 
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Таблица 1. Собственные значения для собственных функций Гаусса-Лагерра 

m 
n 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 1          
1 -1 i         
2 1 -i -1        
3 -1 i 1 -i       
4 1 -i -1 i 1      
5 -1 i 1 -i -1 i     
6 1 -i -1 i 1 -i -1    
7 -1 i 1 -i -1 i 1 -i   
8 1 -i -1 i 1 -i -1 i 1  
9 -1 i 1 -i -1 i 1 -i -1 i 

 
Совокупность мод Гаусса-Лагерра с одина-

ковыми собственными значениями можно счи-
тать модовой группой, так как она также пред-
ставляет собой собственную функцию преобра-
зования Фурье. 

2. Фазовые формирователи одномодовых 
пучков Гаусса-Лагерра 

Понятно, что рассматриваемый метод работает 
тем лучше, чем больше задействовано членов в 
сумме (1.4), а следовательно мод в пучке. Имея 
больше степеней свободы, которыми являются фазы 
коэффициентов nmC , мы точнее аппроксимируем 
желаемую функцию f(r,θ), в частности, амплитуду 
рассчитываемого ДОЭ ),(0 yxA . 

Однако, данный метод работоспособен и при 
формировании одномодового пучка. В этом случае 
за одну итерацию (с дальнейшей стагнацией) конст-
руируется ДОЭ с фазой, пропорциональной знако-
вой функции от многочлена Лагерра: 
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Покажем, что такая аппроксимация функ-
ции Гаусса-Лагерра является эффективной. 

Выражение (2.1) для фазовой функции экви-
валентно следующему выражению для ампли-
туды на участке [-R,R], где R - размер апертуры, 
t=(r/a)2: 
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Разложим функцию (2.2) по ортогональным 
многочленам Лагерра с «закруткой»: 
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Таким образом, ненулевыми являются толь-
ко коэффициенты с таким же вторым индексом, 
что и раскладываемая функция ˆ ( , )nmS t θ .  

Обозначив через tk,n нули многочлена 
0)( , =nk

m
n tL  и считая t0,n=0, представим выраже-

ние (2.4) в виде суммы интегралов: 
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С учетом справочного интеграла [6]: 
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вместо (2.5) получим следующее выражение для 
коэффициентов разложения (2.3): 

,

( , )
3

1 1 1
, 1 ,

1

2 ( )!ˆ
( !)

( 1) ( ) e ( )k n

n m
pm

n
tk m m

k n p k n
k

p mC
p p

t L t−− + +
−

=

−
= ×

⎡ ⎤× −⎣ ⎦∑
. (2.7) 

При этом коэффициенты ( )ˆ nm
pqC  с q≠m равны 

нулю. 
Рассмотрим пример. Пусть требуется сфор-

мировать моду Гаусса-Лагерра ),(10 θtS . Для это-
го разместим в плоскости z=0 фазовый элемент с 
пропусканием ( ) ( )0

10 1
ˆ sgnS t L t⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . Тогда, со-

гласно уравнению (2.7) в пространстве за фильт-
ром сформируется суперпозиция световых мод: 
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Освещая такой фазовый элемент коллими-
рованным гауссовым пучком, получим согласно 
уравнению (1.13) в частотной плоскости свето-
вое поле с амплитудой, пропорциональной вы-
ражению (a=1 мм): 
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где J0(x) - функция Бесселя. 
Отношение энергий световых пучков, опи-

сываемых вторым и первым слагаемыми в урав-
нении (2.9) равно: 
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Таким образом, в первом слагаемом суммы 
(2.9), описывающем моду Гаусса-Лагерра 
S t10( , )θ , содержится более 70% всей энергии 
светового пучка. 

Еще более эффективным способом форми-
рования моды Гаусса-Лагерра S rnm ( , )θ  является 
освещение не гауссовым, а плоским световым 
пучком фазового ДОЭ с пропусканием (a=1 мм): 

( ) ( )[ ] )exp(sgncirc,~ 2 θθ imrL
R
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В этом случае значение R следует выбирать 
так, чтобы выражение, определяющее эффектив-
ность: 
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было максимальным. 
Рассмотрим пример с модой Гаусса-Лагерра 

S t10( , )θ . В этом случае выражение (2.11) запи-
сывается следующим образом: 
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и достигает максимального значения E=0,786 
при R=2,5 мм. Значит, световое поле (2.10) фор-
мирует моду Гаусса-Лагерра ),(10 θrS  с эффек-
тивностью около 79%.  

3. Численные примеры 
При численном моделировании использова-

лись следующие параметры: 128 отсчетов по ра-
диусу r и 128 отсчетов по угловой составляющей 
θ, диапазон изменения аргументов r∈[0,7мм], 
θ∈[0,2π], длина волны λ=0.63 мкм, фокусное 
расстояние f=100 мм, радиус гауссового пучка в 
перетяжке a=1 мм. В формулах (1.4) и (3.3) рас-
сматривались члены ряда с номерами n,m ≤ N=7. 

Действие рассчитанных ДОЭ моделирова-
лось с помощью численного преобразования Фу-
рье (1.13). 

На рис. 1 представлены результаты форми-
рования моды Гаусса-Лагерра (3,2). Фазовая 
функция (рис. 1а) рассчитывалась по формуле 
(2.10). На рис. 1б показан сформированный та-
ким ДОЭ пучок и для сравнения на рис. 1в при-
ведена эталонная мода Гаусса-Лагерра (3,2). Их 
радиальные сечения показаны на рис. 1г (сплош-
ная линия - рассчитанная мода, пунктирная ли-
ния - эталонная мода).  

Оптимальный радиус апертуры R опреде-
лялся из условия максимизации эффективности E 
(2.11) сформированного пучка. График зависи-
мости E от R для моды Гаусса-Лагерра (3,2) 
представлен на рис.2. Из графика видно, что оп-
тимальный размер апертуры ДОЭ для формиро-
вания моды Гаусса-Лагерра (3,2) равен R=4,5 мм. 
При этом эффективность достигает значения 
81%.  

Проведя аналогичные исследования можно 
подобрать оптимальный радиус ДОЭ для форми-
рования любой моды. С помощью численного 
моделирования было показано, что фазовые 
ДОЭ, рассчитанные по формуле (2.10) позволяют 
формировать одномодовые пучки с эффективно-
стью 77-81% в зависимости от номера моды. В 
следующей таблице приведены значения R и E 
для нескольких мод. 
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а)   б)   в)   г) 

Рис. 1. Одномодовый пучок: фаза ДОЭ (а); распределения интенсивности в Фурье-спектре для 
рассчитанной (б) и эталонной (в) мод Гаусса-Лагерра (3,2); интенсивность в радиальном сечении (г) 

(сплошная линия - расчет, пунктирная линия - эталон). 

Таблица 2. Значения оптимального радиуса апертуры ДОЭ R и эффективности E (a=1 мм). 

Номер моды Гаусса-Лагерра (1,0) (2,1) (3,2) (4,2) (5,1) 
Оптимальный радиус R, мм 2,5 4 4,5 4,7 5 
Эффективность E, % 79 77 81 78 77 
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Рис. 2. Зависимость эффективности пучка E 

от радиуса апертуры R для ДОЭ, 
формирующего моду Гаусса-Лагерра (3,2). 

Можно предположить, что для суперпози-
ции мод оптимальным радиусом апертуры ДОЭ 

является средний из оптимальных радиусов вхо-
дящих в суперпозицию мод. 

На рис. 3 приведены примеры фазовых ДОЭ 
(рис. 3а), формирующих многомодовые пучки 
Гаусса-Лагерра в плоскости пространственного 
спектра (рис. 3в). Верхняя строка рисунка отно-
сится к группе из 5-ти мод: (1,1), (3,1), (4,-3), 
(5,1), (5,-5), имеющих собственные числа, рав-
ные i. Коэффициенты разложения пучков пред-
ставлены на рис. 3б в полутонах. Нижняя строка 
рисунка относится к группе из 6-ти мод: (2,0), 
(3,-2), (3,2), (4,-4), (4,0), (4,4), имеющих собст-
венные числа, равные 1. Оба пучка являются 
собственными функциями преобразования Фу-
рье. Для сравнения на рис. 3г показаны эталон-
ные распределения интенсивности указанных 
композиций мод. 

   

   
а)   б)   в)   г) 

Рис. 3. Многомодовые пучки: фаза ДОЭ (а); квадраты модулей коэффициентов в разложении (1.1) 
(б); распределения интенсивности в фокальной плоскости для рассчитанной (в) и эталонной (г) 
композиции мод Гаусса-Лагерра (верхняя строка для 5-ти модового пучка, нижняя строка для 

6-ти модового пучка). 
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Заключение 
В данной работе получены следующие ре-

зультаты: 
 - предложен итеративный алгоритм для рас-
чета фазы дифракционных оптических эле-
ментов, формирующих многомодовые пуч-
ки Гаусса-Лагерра (уравнения (1.4)-(1.9)); 

- введено понятие групповой моды, как супер-
позиции мод Гаусса-Лагерра, не изменяю-
щей своей структуры после прохождения 
Фурье-каскада (уравнение (1.16)); 

 - показано, что для эффективного формиро-
вания одномодовых пучков Гаусса-Лагерра 
можно использовать фазовые элементы, 
функция пропускания которых пропорцио-
нальна знаковой функции от обобщенного 
многочлена Лагерра (уравнения (2.1) и 
(2.10)). 
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Abstract  

The paper develops and investigates iterative algorithms for the design of a phase optical element 
that generates Laguerre-Gaussian light beams with a given mode composition, including single-
mode beams. It shows that individual Laguerre-Gaussian modes can be generated efficiently by the 
phase elements with the transmission equal to the sign function of the corresponding generalized 
Laguerre polynomial. The results of numerical simulation are presented. 
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