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Аннотация 
Получены и решены с помощью преобразования Абеля интегральные уравнения для 

лучей в двух градиентных линзах со сферически-симметричной зависимостью показателя 
преломления от координат. Первая линза в виде полу-шара со сферически-симметричным 
распределением показателя преломления фокусирует плоский пучок лучей, падающий пер-
пендикулярно на плоскую поверхность полу-шара, в точку, лежащую на оси падающего 
пучка и на некотором расстоянии от полу-шара. Такая линза, как оказалось, является обоб-
щением известной линзы «рыбий глаз» Максвелла. Вторая линза является обобщением из-
вестной линзы Итона-Липмана и отражает (или преломляет) любой луч под заданным уг-
лом. Из падающего параллельного пучка лучей обобщенная линза Итона-Липмана форми-
рует конические волны, то есть является градиентным аксиконом. Кроме того, получено и 
решено интегральное уравнение для расчета градиентного сферически-симметричного фо-
кусатора в виде полу-шара, который фокусирует падающий перпендикулярно его плоской 
поверхности параллельный пучок лучей в радиально симметричную область плоскости с 
заданным распределением интенсивности, расположенной перпендикулярно оси пучка на 
некотором расстоянии от полу-шара.  

Введение 
В предыдущей работе авторов [1] в рамках 

геометрической оптики с помощью пары (прямого и 
обратного) интегральных преобразований Абеля по-
лучены и решены интегральные уравнения для рас-
чета показателя преломления известных градиент-
ных оптических элементов со сферической симмет-
рией (обобщенной линзы Лунеберга [2], для которой 
интегральные уравнения были ранее получены Мор-
ганом [3] и Флетчером [4]; обычной линзы Лунебер-
га) и цилиндрической симметрией (линзы Микаэля-
на [5]). 

В данной работе аналогичным образом с по-
мощью преобразования Абеля получены и решены 
интегральные уравнения для других сферически-
симметричных градиентных оптических элементов: 
обобщенной линзы Максвелла «рыбий глаз», вы-
полненной в виде полу-шара[6], и обобщенной лин-
зы-зеркала Итона-Липмана [7]. В первом случае 
обобщение состоит в том, что градиентный оптиче-
ский элемент со сферической зависимостью показа-
теля преломления выполнен в виде полу-шара и 
предназначен для фокусировки падающего перпен-
дикулярно его плоской поверхности параллельного 
пучка лучей в точку на оптической оси, лежащую за 
пределами элемента. Во втором случае обобщение 
состоит в том, что линза Итона-Липмана отражает 
(или преломляет) любой луч не на 360 градусов, а на 
некоторый заданный угол. При этом получается, что 
параллельный пучок лучей преобразуется обобщен-
ной линзой Итона-Липмана в набор расходящихся 
(или сходящихся) конических волн. 

Кроме того, в работе получено и решено инте-
гральное уравнение для расчета градиентного сфе-
рически-симметричного оптического элемента в ви-
де полу-шара, фокусирующего падающий перпен-
дикулярно его плоской поверхности параллельный 
пучок лучей в радиально-симметричную область 

плоскости с заданным распределением интенсивно-
сти, перпендикулярную оси пучка и отстоящую на 
некотором расстоянии от полу-шара. Данный опти-
ческий элемент отличается от градиентного оптиче-
ского элемента со сферической симметрией в виде 
шара, формирующего такое же распределение ин-
тенсивности и рассчитанного ранее Флоресом [8,9]. 

1. Обобщенная линза Максвелла  
«рыбий глаз» 

На рис. 1 показан ход произвольного луча в 
обобщенной линзе Максвелла, которая представляет 
собой полу-шар из материала со сферически-
симметричным распределением показателя прелом-
ления n(r), причем пусть радиус шара равен единице 
r=1 и n(1)=1. Пусть на такой градиентный оптиче-
ский элемент перпендикулярно его плоской поверх-
ности падает пучок параллельный лучей, которые, 
пройдя внутри полу-шара, собираются в одну точку, 
расположенную на оси на расстоянии f за элементом. 

 
Рис. 1. Ход лучей в обобщенной линзе Максвелла 

«рыбий глаз» в виде полу-шара 
Общее уравнение для участка луча в сфериче-

ски-симметричной среде известно [10,11]:  
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где: ( )* *h n r r=  – постоянная луча, *r  – радиус, 
при котором траектория имеет касательную, пер-
пендикулярную этому радиусу, 1 2 1 2, , ,r r θ θ  – на-
чальные и конечные радиусы и углы, которые обра-
зуют радиус с осью x, для участка траектории луча. 

Для обобщенной линзы «рыбий глаз» из гео-
метрических соображений (см. рис.1) можно полу-
чить следующие соотношения: 

, ,
2

( ) sin ( ) , sin (1) , sin .hn r r r h h
f

π
α = ψ − γ θ = − α

ψ = ψ = γ =
 (2) 

Тогда уравнение (1) для обобщенной линзы 
Максвелла будет иметь вид: 
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∫ . (3) 

Решим уравнение (3) с помощью пары преоб-
разований Абеля, которые запишем в виде [1]: 
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∫ . (5) 

C помощью замены переменных: ( )n r r = ρ , 
( )r m= ρ , ( ) ln ln ( )F r mρ = = ρ , преобразуем уравне-

ние (3) к уравнению (5): 
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∫ , (6) 

где функция f(h) равна правой части в уравнении (3). 
Левая часть уравнения (6) по виду совпадает с 

правой частью уравнения (5), поэтому для нахожде-
ния функции ( )F ρ  можно воспользоваться уравне-
нием обращения (4). Получим: 
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В правой части уравнения (7) три слагаемых, 
из них первое слагаемое приводит к следующему 
табличному интегралу [12]: 

1 2

2 2

1 1d lnh
hρ

⎛ ⎞+ − ρ
⎜ ⎟=
⎜ ⎟ρ− ρ ⎝ ⎠

∫ , (8) 

а второе слагаемое приводит к интегралу, получен-
ному в [1]: 
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∫ . (9) 

Тогда вместо уравнения (7) можно записать 
следующее уравнение: 
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Из уравнения (10) можно получить оконча-
тельное трансцендентное уравнение для расчета ра-
диальной зависимости показателя преломления в 
обобщенной линзе Максвелла в виде полу-шара: 
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Уравнение (11) отличается множителем 2 в по-
казателе экспоненты от известного уравнения для 
обобщенной линзы Лунеберга [3, 4, 8, 9]: 
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Кроме того, из уравнения (11) можно получить 
при f=1, то есть при фокусировке в точку на по-
верхности элемента, решение для обычной линзы 
Максвелла «рыбий глаз». Действительно, при f=1 
вместо уравнения (3) получим: 
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Из уравнения (13), действуя с помощью пары 
преобразований Абеля, вместо уравнения (10) полу-
чим следующее уравнение: 

2

1 1
( ) ln lnF r

⎛ ⎞+ − ρ⎜ ⎟ρ = = −
⎜ ⎟ρ
⎝ ⎠

, (14) 

из которого нетрудно получить явную радиальную 
зависимость показателя преломления: 

2

2( )
1

n r
r

=
+

. (15) 

Зависимость (15) является частным случаем 
зависимости показателя преломления для обычной 
линзы «рыбий глаз» [10]: 
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где n(0) – показатель преломления в центре симмет-
рии среды при r = 0, s – радиус, на котором показа-
тель преломления уменьшается в два раза по срав-
нению со значением в центре n(0). При фокусировке 
из точки на поверхности в диаметрально противо-
положенную точку поверхности сферы уравнение 
(16) совпадает с уравнением (15), так как n(0)=2, s=1. 

2. Градиентный сферически-симметричный 
фокусатор в радиально-симметричные области, 

выполненный в виде полу-шара 
В работах [8, 9] рассмотрен расчет сфериче-

ских градиентных оптических элементов, предна-
значенных для фокусировки излучения, исходящего 
из точечного источника, в радиально-симметричную 
область с произвольным распределением интенсив-
ности в некоторой плоскости за оптическим элемен-
том. 

В данном разделе получим интегральное урав-
нение для расчета градиентного сферически-
симметричного оптического элемента, выполненно-
го в виде полу-шара и фокусирующего пучок парал-
лельных лучей, падающих на плоскую поверхность 
полу-шара, в радиально-симметричную область с 
произвольным распределением интенсивности в не-
которой плоскости за оптическим элементом. 

На рис. 2 показан ход произвольного луча в 
градиентном полу-шаре со сферической зависимо-
стью показателя преломления. 

 
Рис.2 Оптическая схема для расчета  

сферически-симметричного градиентного 
 полу-шара, фокусирующего параллельный пучок 

лучей, падающий на плоскую поверхность  
полу-шара, в произвольную радиально-
симметричную область  с заданным 

распределением интенсивности в плоскости, 
находящейся от центра элемента  на расстоянии f. 

Из рис. 2 можно установить следующие гео-
метрические соотношения (радиус шара - 1, 
n(1) = 1): 

2 2

sinsin
f

ψ
γ =

+ ξ
, (17) 

arctg
f
ξ

α = π − ψ − γ + , (18) 

arcsin hψ = π − θ = π − , (19) 

где ξ = ξ(h) – точка фокальной плоскости, в которую 
приходит луч, упавший на градиентный оптический 
элемент параллельно оптической оси z на расстоя-
нии h от нее, r* – минимальное расстояние луча от 
центра, h = n(r*)r* – параметр луча, который в про-
извольной точке вдоль по ходу луча внутри оптиче-
ского элемента выражает закон Снелиуса: 

( ) sinh n r r= ψ  , (20) 

где ψ - угол между лучом и радиусом. 
В уравнение (1), которое верно для любого лу-

ча в градиентной среде со сферически-
симметричным показателем преломления, надо под-
ставить в данном случае следующие величины: 
r2 = r*, r1 = 1 и 

2 1
2`

2
π − α

∆θ = θ − θ = . (21) 

Тогда уравнение (1) с учетом выражений (21), 
(17)-(19) имеет вид: 
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d
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arcsin arcsin arctg
2

,

r

r
r n r r h

hh
ff

h

=
−

π ξ
− + −

+ ξ
=

∫
 (22) 

где h = n(r*)r*. 
Заметим, что в пределе ξ → 0 вместо уравне-

ния (22) получится уравнение (3) для обобщенной 
линзы Максвелла «рыбий глаз». 

Решать уравнение (22) можно с помощью пары 
преобразований Абеля (4) и (5). 

Для сведения уравнения (22) к уравнению (5) 
введем обозначения: n(r)r = ρ, 
F(ρ) = ln n(r) = ln m(ρ). Учтем, что 
F(1) = ln n(1) = ln 1 = 0. Тогда уравнение (22) пере-
пишется в виде: 

1

2 2

dF( ) d
1 1d S( )

x

h
h

ρ
ρ

ρ− = −
π πρ −

∫ , (23) 

где: 

2 2

S( )
( )arcsin arcsin arctg

2 ( )
.

h
h hh

ff h
h

=
π ξ

− + −
+ ξ

=

 (24) 

Уравнение (23) с точностью до обозначений 
совпадает с уравнением (5). Тогда функцию F(ρ) 
можно найти с помощью уравнения Абеля (4): 
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Подставив уравнение (24) в уравнение (25) получаем: 
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h h h
h h
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∫ ∫

∫ ∫

 (26) 

Первый и второй интегралы в уравнении (26) 
являются табличными (см. (8) и (9)), а третий и чет-
вертый интегралы не вычисляются в элементарных 
функциях. Поэтому уравнение (26) сводится к сле-
дующему уравнению, сходному с уравнением (10): 
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F r
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⎝ ⎠
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где: 
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f

hρ

⎡ ⎤ξ
⎢ ⎥
⎣ ⎦ϕ ρ = −

π − ρ
∫ , ρ = n(r)r. (29) 

Окончательно для расчета радиальной зависи-
мости показателя преломления градиентного опти-
ческого элемента вместо (27) получим трансцен-
дентное уравнение: 

1 2( ) exp ( ) exp ( )n ρ = ϕ ρ ϕ ρ , ρ = n(r)r.  (30) 

Аналитически интегралы в выражениях (28) и 
(29) не берутся, но они могут быть вычислены чис-
ленно. Функцию ξ(h) можно получить из условия 
сохранения энергии: 

0 1
0 0

I ( ) d I ( ) d
h

h h h
ξ

′ ′ ′ ′ ′ ′= ξ ξ ξ∫ ∫ , (31) 

где I0(h) и I1(ξ) - распределения интенсивности в па-
дающем плоском пучке и в плоскости фокусировки, 
соответственно.  

Заметим, что уравнение (30) при фокусировке 
в точку на оси, то есть при ξ(h)→0, переходит в 
уравнение (11) для обобщенной линзы Максвелла. 

3. Расчет градиентной линзы Итона-Липмана 
В [7] приведен показатель преломления гради-

ентной линзы Итона-Липмана, которая, как сфери-
чески-симметричное зеркало, любой луч, падающий 
на эту линзу, отражает назад. Показатель преломле-
ния такой линзы-зеркала имеет вид: 

2( ) ( ) 1Rn r n R
r

= − . (32) 

Приведем расчет показателя преломления для 
обобщенной линзы Итона-Липмана с помощью пре-
образования Абеля. Для простоты рассуждений и 
чтобы не учитывать отражение от границы линзы, 
примем R = 1 и n(1) = 1. 

На рис.3 показан ход произвольного луча в 
сферически-симметричной обобщенной линзе Ито-
на-Липмана, которая отражает (или преломляет) 
произвольный луч под некоторым заданным углом. 

Повернем рис. 3 на угол α против часовой 
стрелки так, чтобы падающий пучок параллельных 
лучей распространялся вдоль оптической оси z. То-
гда общее интегральное уравнение (1) для произ-
вольного луча в данном случае примет вид: 

*

1

2 2 2

d arcsin

r

r h
hr n r h

π − α −
=

−
∫ , (33) 

где h = n(r*)r*, r* – кратчайшее расстояние от луча 
до центра линзы, h – расстояние от луча до оси z, 
sinθ = h, θ2 – θ1 = π –α - θ = π – α - arcsinh,  
h = n(r)rsinψ – инвариант луча, ψ – угол между на-
правлением луча и радиусом до центра линзы,   
α – половина угла, на который разворачивает лучи 
данный градиентный оптический элемент. 

 
Рис. 3. Ход произвольного луча в обобщенной линзе 
Итона-Липмана, которая параллельный пучок лучей 

отражает под углом 2α 
Уравнение (33) можно решить с помощью па-

ры преобразований Абеля (4) и (5). Для этого введем 
обозначение: ( ) ln , ( )F p r n r r= = ρ , тогда вместо 
уравнения (33) запишем уравнение, аналогичное 
преобразованию Абеля (5): 

1

2 2

d ( ) d
1 d ( )

h

F p
f h

h

ρ
ρ− =

π ρ −
∫ , (34) 

где: 
1 arcsin( ) hf h

h
π − α −⎡ ⎤= − ⎢ ⎥π ⎣ ⎦

. (35) 

Обращая уравнение (34) с помощью преобра-
зования Абеля (4), получим: 
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1

2 2

1 1

2 2 2 2

( ) d( ) 2

2( ) d 2 arcsin d .

f h h hF
h

h h h
h h

ρ

ρ ρ

ρ = =
− ρ

π − α
= − +

π π− ρ − ρ

∫

∫ ∫
 (36) 

Интегралы в правой части уравнения (36) вы-
числяются в аналитических функциях (8), (9), по-
этому вместо уравнения (36) можно записать урав-
нение 

( )2

2

( ) ln

2( ) ln ln 1 1
1 1

F rρ = =

⎛ ⎞π − α ρ⎜ ⎟= + + − ρ
⎜ ⎟π + − ρ⎝ ⎠

. (37) 

С учетом того, что ρ = n(r)r, из уравнения (37) 
получим алгебраическое уравнение для расчета ра-
диальной зависимости показателя преломления 
обобщенной линзы Итона-Липмана: 

2 0rn n rν η− + = , (38) 
где 

2 2, , 2
1 1

Av A
A A

− π − α⎛ ⎞= η = = ⎜ ⎟− − π⎝ ⎠
. (39)  

Угол α меняется от 0 (отражение назад) до π/2 
(прохождение без преломления). При отражении на-
зад (α=0) вместо уравнения (38) получим уравнение  

2 2 0rn r− + = , (40) 
решение которого легко получить: 

2 rn
r
−

= .  (41) 

Решение (41) совпадает с решением (32) при 
n(R) = 1 и R = 1. Заметим, что при 0r → , (0)n → ∞  
особенность в нуле решения (39) делает реализацию 
линзы-зеркала невозможной. Однако наличие точ-
ного решения может облегчить поиск приближенно-
го и реализуемого на практике распределения сфе-
рически-симметричного показателя преломления 
для линзы-зеркала, отражающей назад падающий с 
любой стороны луч. 

Заключение 
В работе получены следующие результаты: 

• С помощью интегрального преобразования 
Абеля в рамках геометрической оптики получено и 
решено интегральное уравнение для обобщенной 
линзы Максвелла «рыбий глаз», выполненной в ви-

де полу-шара и фокусирующий пучок параллельных 
лучей, падающий перпендикулярно на плоскую по-
верхность полу-шара, в точку на оптической оси за 
пределами элемента. 

• Получено и решено интегральное уравнение 
для расчета градиентного оптического элемента со 
сферически-симметричной зависимостью показате-
ля преломления, выполненного в виде полу-шара и 
фокусирующего параллельный пучок лучей, пер-
пендикулярных плоской поверхности элемента, в 
радиально-симметричную область с заданным рас-
пределением интенсивности на плоскости, перпен-
дикулярной оси пучка и находящейся за элементом. 

• Получено и решено интегральное уравнение 
для расчета обобщенной линзы Итона-Липмана, ко-
торая любой луч отражает (или преломляет) на за-
данный угол.  
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Abstract 

Integral equations for the rays in two gradient lenses with a spherically symmetric 

dependence of the refractive index on coordinates are derived and solved using the Abel 

transform. The first lens shaped as a half-sphere with a spherically symmetric distribution of 

the refractive index focuses a flat beam of rays that falls perpendicular on the flat surface of the 

half-sphere to a point lying on the axis of the incident beam and at a certain distance from the 

half-sphere. Such a lens appeared to be a generalization of the well-known Maxwell’s fisheye 

lens. The second lens is a generalization of the well-known Eaton-Lipman lens and it reflects 

(or deflects) any ray at a given angle. The generalized Eaton-Lipman lens forms an incident 

parallel beam of rays into conical waves, that is, it is a gradient axicon. In addition, an integral 

equation was derived and solved for calculating a gradient, spherically symmetric focusator, 

shaped as a half-sphere, which focuses a parallel beam of rays falling perpendicular to its flat 

surface into a radially symmetric region of a plane with a given intensity distribution, located 

perpendicular to the beam axis at a certain distance from the half-sphere. 
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