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Аннотация 
Рассмотрен итеративный алгоритм решения интегрального уравнения Фредгольма второго 
рода на основе использования алгоритма быстрого преобразования Фурье для вычисления 
интеграла типа свертки. Алгоритм применен для анализа дифракции электромагнитной 
волны с TE-поляризацией (например, непараксиального гауссового пучка) на цилиндриче-
ских диэлектрических микрообъектах, поперечный размер которых сравним с длиной вол-
ны. Приведены результаты численного моделирования и результаты сравнения с аналити-
ческим расчетом. 

 

Введение 
Расчет поля дифракции электромагнитной вол-

ны на диэлектрических объектах можно проводить с 
помощью многих известных методов: разностных 
методов решения системы уравнений Максвелла [1-
3], волнового уравнения или уравнения Гельмгольца 
[4], методов конечных и граничных элементов [5-8], 
прямых методов решения соответствующих инте-
гральных уравнений Фредгольма второго рода [9-10]. 
Все перечисленные методы сводят двумерную задачу 
дифракции к решению алгебраической системы 
уравнений, размерность которой равна NxN, где N – 
число отсчетов рассчитываемого поля дифракции. 
Если выбрать поле дифракции размером 128x128 от-
счетов, то размерность системы уравнений будет 
равна 22 128128 × . Даже если матрица такой системы 
уравнений имеет, как правило, 3-х диагональный вид, 
время решения такой задачи на компьютерах типа 
Pentium IV составит десятки и сотни минут.  

В данной работе предлагается решать двумер-
ную задачу анализа поля дифракции с помощью 
итеративного метода с использованием алгоритма 
быстрого преобразования Фурье. Это всегда воз-
можно в тех случаях, когда функция амплитуды ис-
комого светового поля выражена с помощью инте-
грального преобразования, ядром которого является 
функция Грина данной задачи. По самому опреде-
лению функции Грина интегральное преобразование 
имеет вид свертки, для быстрого вычисления кото-
рой можно использовать алгоритм быстрого преоб-
разования Фурье.  

В работе описан итеративный алгоритм прибли-
женного решения интегрального уравнения Фред-
гольма 2-го рода, к которому сводятся задачи дифрак-
ции электромагнитной волны TE-поляризации на дву-
мерном (цилиндрическом) диэлектрическом объекте.  

Оптимальный параметр релаксации итератив-
ного алгоритма выбирается подбором из достаточно 
широкого диапазона значений. Проведено сравне-
ние полученного решения дифракции плоской вол-
ны на круглом цилиндре с известным аналитиче-
ским решением. Алгоритм позволяет рассчитывать 
поле дифракции размером 128x128 отсчетов за 120 
итераций, которые на компьютере Pentium III Cel-
eron 1000 MHz выполняются за 13 секунд. 

1. Итеративный алгоритм 
На рис. 1 показана схема рассматриваемой за-

дачи. На цилиндрический объект ( 0=
∂
∂
z

) с диэлек-

трической проницаемостью ε  ( 1=µ  – магнитная 
проницаемость), расположенный в вакууме ( 1=ε ), 
падает TE-поляризованная монохроматическая 
электромагнитная волна с длиной λ . 

 
Рис. 1. Схема двумерной дифракции 

монохроматической волны на цилиндрическом 
объекте с диэлектрической проницаемостью ε 
Тогда интегральное уравнение, связывающее 

поле дифракции внутри объекта площадью S и вне 
его, имеет следующий вид [9,11]: 
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где ),(),( yxEyx Z=φ  и ),(),( 00 yxEyx Z=φ  – про-
екции на ось z (перпендикулярна к плоскости рис. 1) 
векторов напряженности электромагнитного поля 
рассеянной и падающей электромагнитных волн, 

λ
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ции Ханкеля 2-го рода нулевого порядка. Если рас-
сматривать координаты (x,y) тоже принадлежащими 
только области объекта Syx ∈),( , то выражение (1) 
можно рассматривать как интегральное уравнение 
Фредгольма 2-го рода относительно амплитуды по-
ля дифракции ),( yxφ , считая функцию ),(0 yxφ  за-
данной.  

Двумерный интеграл в уравнении (1) может 
быть представлен в виде свертки: 
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– функции области объекта S (рис. 1). Свертка (2) 
функций ),(),(),( ηξφ⋅ηξ=φ SyxS  и ),()2(

0 ηξH  мо-
жет быть вычислена с помощью трех двумерных 
преобразований Фурье: 
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– прямое преобразование Фурье, 1−F  – обратное 
преобразование Фурье. 

Итеративный алгоритм решения уравнения 
(1) имеет следующий вид: 
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где Syx ∈),( ; 1+φn  и nφ  – амплитуда поля дифрак-
ции внутри области S на (n+1)-ом и n-ом шагах ите-
раций; γ  – постоянная релаксации алгоритма, кото-
рая регулирует скорость его сходимости, 

4
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0 −ε
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ik
. В качестве начального приближения 

можно брать падающее поле: 
),(),( 01 yxyx φ=φ . (7) 

Чтобы алгоритм (6) обладал свойством релак-
сации, оператор L€ в уравнении (6) должен быть 
«сжимающим» [12]: 

nnnnnn gfgLfLgf −≤−=− ++
€€

11 , (8) 

где f и g – произвольные функции, а норма функции 
f  определяется выражением: 

∫ ∫
∞
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С учетом уравнения (6) левую часть уравнения 
(8) можно записать в виде: 
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где Sff S = , S – функция описывающая область за-
дания объекта (3). Используя неравенство треуголь-
ника и равенство Парсеваля можно получить оценку 
для нормы (10): 

{ } nnnn gfFgf −γβ+γ−≤− ++ max11 1 , (11) 

где maxF  – максимальное значение модуля функ-

ции ( )ηξ,F , которая согласно (10) равна Фурье-
образу от функции Ханкеля: 
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Функция Ханкеля, являясь функцией Грина на-
шей задачи (уравнение (1)), описывает цилиндриче-
скую волну и имеет логарифмическую особенность в 

центре при 022 =+= yxr . Фурье образ функции 
Ханкеля будет функция, имеющая особенность на 
радиусе 1−λ=ρ . Действительно, интеграл в (12) в по-
лярных координатах может быть вычислен [13]: 
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где )(0 xJ  – функция Бесселя первого рода нулевого 

порядка, 
λ
π

=
2k ; r и ρ  – полярные координаты: 

22 η+ξ=ρ . 
Поэтому, строго говоря, неравенство (8) может 

выполняться только при 0=γ , так как ∞=maxF . 
Но на практике интеграл в (12) вычисляется как 
двойная сумма на конечной сетке отсчетов, и вместо 
бесконечного значения функции Ханкеля в нуле вы-
бирается ее конечное значение в близкой к нулю 
точке. Поэтому на практике ∞<maxF  и неравенст-
во (11) имеет смысл. 

Чтобы выполнялось неравенство (8) требуется, 
чтобы в неравенстве (11) выражение в фигурных 
скобках было меньше единицы: 

11 max <γβ+γ− F . (14) 

Если выбрать параметр γ  в интервале (0,1): 
0<γ <1, то неравенство (14) будет выполняться при 
любом γ , если выполняется условие: 

1max <γβ F . (15) 
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Это условие накладывает ограничение на диа-
пазон параметров задачи, при которых она может 
быть решена интегральным методом (6). Например, 
если зафиксировать число отсчетов сетки и длину 
волны λ , то неравенство (15) дает ограничение 
сверху на диэлектрическую проницаемость, кото-
рую может иметь объект: 

max
2
0

41
Fk

+<ε . (16) 

Если λ  выбрать из интервала (1,2): 1<γ <2 
(при γ >2 и γ <0 неравенство (14) не выполняется 
ни при каких условиях), то неравенство (14) будет 
выполняться при условии более жестком, чем (15): 

112
max <−

γ
<β F . (17) 

Таким образом, из анализа неравенства (14) 
следует, что итеративный алгоритм (6) будет обла-
дать свойством релаксации (8) при выборе γ  из не-
которого диапазона на интервале (0,1) при условии, 
что параметры задачи удовлетворяют неравенству 
(16). Если параметры задачи не удовлетворяют ус-
ловию (16), то ни при каких γ  алгоритм (6) не будет 
работоспособен. 

2. Результаты численного моделирования 
Для проверки работоспособности алгоритма 

(6) проводилось численное сравнение полей ди-
фракции плоской TE-поляризованной волны на 
круглом диэлектрическом цилиндре, рассчитанных 
методом (6) и с помощью известных аналитических 
формул [14]. 

На рис. 2 показана зависимость среднеквадра-
тичного отклонения σ  интенсивности полей ди-
фракции, рассчитанных методом (6) и с помощью 
ряда из цилиндрических функций [14], от числа ите-
раций: 
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Рис. 2. График зависимости среднеквадратичного 

отклонения σ  от числа итераций n 

Время расчета 120 итераций поля дифракции 
128x128 отсчетов на компьютере Celeron 1000 MHz 
составляет около 13 секунд. Значение невязки σ  за 
120 итераций достигло значения 0,0034 (рис. 2). Па-
раметры расчета объекта следующие: диаметр круг-
лого цилиндра D=1 мкм, длина волны λ =1 мкм, 
ε =2 – диэлектрическая проницаемость цилиндра. 
Рассчитывалось поле дифракции 2,5x2,5 мкм (или 
128x128 отсчетов). Постоянная релаксации была 
выбрана оптимальной и равнялась γ =0,35. 

На рис. 3а приведены графики зависимости не-
вязки σ  для численного эксперимента с теми же 
параметрами, что и на рис. 2, но в зависимости от γ  
при одинаковом значении числа итераций N=100. 
Видно, что в широком диапазоне 0,15< γ <0,5 не-
вязка не превосходит 1%.  

а)  

б)  
Рис. 3. График зависимости невязки σ  

 от параметра релаксации γ для численного 
эксперимента с теми же параметрами, что и на 

рис. 2 (а); и график зависимости числа 
итераций( σ <1%) от диаметра цилиндра в мкм, 

при ε =2 (б) 
При расчете полей дифракции для других ци-

линдрических объектов, например, квадрата или 
линзы, точного аналитического решения нет, и по-
этому ошибка σ  не может быть вычислена. Далее 
процесс сходимости алгоритма (6) к решению кон-
тролировался с помощью другой ошибки 2σ , кото-
рая вычисляется по формуле: 
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где k – номер итерации. 
Сходимость алгоритма при дифракции волны 

на круглом диэлектрическом цилиндре зависит от 

параметра 
D
λ , где D – диаметр цилиндра. На рис. 3б 

показан график зависимости количества итераций 
(для достижения ошибки σ  меньшей 1%) от диа-
метра цилиндра (в мкм) при длине волны λ =1 мкм. 

Алгоритм сходится успешно, если 
D
λ >0,9, что 

справедливо при диэлектрической проницаемости 
ε < 2. При ε =2,5 график, аналогичный показанному 

на рис. 3б, можно получить при условие: 
D
λ >1,28, а 

при ε =3 при условии 
D
λ >1,8. 

а)  б)  

в)  

г)  
Рис. 4. Распределения амплитуды (в полутонах) 
дифракции плоской волны на цилиндрических 
диэлектрических квадрате (а) и полукруге (б), 

 и соответственные зависимости 
среднеквадратичной ошибки 2σ  

 от числа итераций (в), (г) 

На рис. 4 показаны результаты расчета поля 
дифракции с помощью алгоритма (6): расчет ампли-
туды дифракции плоской TE-поляризованной волны 
на цилиндрическом квадрате (а) и полукруге (в), и 
зависимости ошибки 2σ  от числа итераций для 
квадрата (б) и полукруга (г). Для квадрата решение 
стабилизировалось после 174 итераций 
( 2σ =0,000196, время расчета на компьютере Cel-
eron 1000 MHz составило 17 секунд), а для полукру-
га - после 42 итераций ( 2σ =0,000196, время расчета 
4 секунды). Параметры эксперимента те же, что и 
для рис. 2: сторона квадрата (а) и диаметр полукруга 
(в) были равны длине волны 1 мкм. 

На рис. 5 показана амплитуда поля дифракции 
непараксиального гауссова пучка на диэлектриче-
ском цилиндре с круговым сечением ( ε =2). Все по-
ле было размером 10x10 мкм (или 512x512 отсче-
тов), диаметр круга равен длине волны 1 мкм, ради-
ус перетяжки гауссова пучка (в центре картины на 
рис. 5) равен 1 мкм. На рис. 5 показаны: распреде-
ление амплитуды вблизи перетяжки (а); распределе-
ние амплитуды дифракции гауссова пучка на ци-
линдре с круглым сечением, расположенным в цен-
тре перетяжки (б), смещенным вниз от центра на 
0,25 мкм (в), и на 1 мкм (г).  

а)  б)  

в)  г)  
Рис. 5. Распределения амплитуды поля дифракции 

непараксиального гауссового пучка  
на диэлектрическом (ε=2) цилиндре 

 с круговым сечением: без цилиндра (а),  
с цилиндром в перетяжке гауссового пучка  
на оси (б) и смещенным с оптической оси вниз 
 на четверть радиуса (в) и на целый радиус (г) 

Амплитуда падающего непараксиального пуч-
ка рассчитывалась по формуле [15]: 
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где 0σ  – параметр гауссова пучка, связанный с ра-

диусом его перетяжки ω  соотношением: 
ω

=σ
k
1

0 . 

Заключение 
В работе получены следующие результаты. 

• Разработан итеративный алгоритм для быстрого 
расчета поля дифракции TE-поляризованной 
электромагнитной волны на цилиндрических 
диэлектрических микрообъектах. 

• С помощью быстрого преобразования Фурье за 
100 итераций, которые выполняются на компь-
ютере Celeron 1000 MHz за 11 секунд для мас-
сива отсчетов 128x128, было рассчитано поле 
дифракции плоской волны на круглом цилинд-
ре, отличающееся от точного решения в сред-
нем на 0,34%. 

• Численно показано, что параметр релаксации 
итеративного алгоритма можно варьировать в 
широком диапазоне 0,15< γ <0,5 для достижения 
практически приемлемой точности решения за-
дачи дифракции. 

• Рассчитано поле дифракции непараксиального 
гауссова пучка на диэлектрическом круглом ци-
линдре, диаметр которого сравним с диаметром 
перетяжки и расположен вокруг этой перетяжки. 
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The paper considers an iterative algorithm for solving the Fredholm integral equation of the 
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